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lA teoria' delle fuTizioni analitiche/ natsir da un 
quarto dì secolo. appena, ha raggiunto in questo 
breve periodo un così fiorente sviluppo» che sem- 
bra ormai venuto il momento di raccoglierne ed 
ordinarne i risaltati. È questo io scopo diél pré- 
sente'lavoror ' ° ' \ ■ " 

Néllik òompUazionedi esso mi sono attenuto co* 
stantemento al metodo elementare Ai Wéierstrass, 
che, rendendo l'Anàlisi indipendente dal Calcolo' 
infinitesitnale, fa di essa una continuazione imme^ 
diata deirAlgèbrà, mentre secondo il metodo di 
Cauchy é Biemann essa appare piuttosto come il 
Calcolò infinitesimale delle quantità com{)lesÉie. 
Questa esclutività verrà variamente giudicata; ed 
io stesso non disconosco che possiei essere ùtiléV 
sotto qualche riguardo/ valersi promiscuamente dèi 
due metodi,- come ne danno; Fese^pio e^^regi ana* 
listi. Tuttavia ritengo che l'uso d'un unico metodo: 
giovi alF euritmia ed all'eleganza dell'esposizioneV 
B inoltre — ciò che è più importante — che il: 
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cercare di procedere quanto più innanzi si paò 
coir aiuto d'un solo istrumento sia fatica tutt'altro 
che inutile, ed anzi, per lo sforzo ohe richiede, 
possa condurre a noteyoli risultati. 

11 volume è diviso in tre parti. Nella prima ho 
raccolto tutte quelle nozioni della teoria degli ag- 
gregati che costituiscono un sussidio indispensa- 
bile deir Analisi. Nella seconda ho esposto la parte 
della teoria delle funzioni analitiche che è dive- 
nuta ormai classica. Nella terza infine ho riunito 
quei nuovi capitoli della teoria che, tuttora in vìa 
di formassioue, non permettono peranco una trat- 
tazione sistematica. 

Questa terza parte eonsta, per necessità di cose, 
di capitoli staccati e senza un nesso evidente fra 
loro; e gli argomenti vi sono esposti, quali per 
esteso, quali succintamente. Non avrei potuto fare 
altrimenti senza rinunciare alla rigorosa unifor- 
mità di metodo che mi sono imposta, e, più an- 
cora, senza togliere al libro il carattere di un Ma- 
nuale. Infatti le dimostrazioni di alcuni autori si 
fondano su basi estranee alla teoria di Weierstrass, 
e d'altra parte i procedimenti geniali di Poincaré, 
Picard ed altri non sono ancora stati abbastanza 
chiariti in tutti i loro punti per poter essere espo- 
sti con quella precisione di dettagli ohe si esige 
in un trattato. A chi fosse portato a giudicare 
troppo severamente questa parte del mio lavoro, 
dirò che, nelPaccingermi alla non lieve fatica della 
compilazione di essa, ho avuto in animo, non tanto 
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dì esporre ciò che finora è stato fatto, quanto 
piuttosto di mettere in luce il molto che ancora 
resta a farsi, di mostrare quali nuovi e fecondi 
campi sieno aperti air ingegno ed all' attività dei 
giovani analisti. 

Devo la più viva riconoscenza al mio carissimo 
amico prof. Gino Loria dell'Università di Genova, 
che coi suoi suggerimenti e coli' aiuto prestatomi 
nella correzione delle bozze concorse a rendere 
per avventura meno imperfetto questo modesto 
lavoro. 

Meflaina, giugno 1901. 

G. VlVANTI. 
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ELEMENTI DELLA TEOBIA DEaLI AaGhHEGATI. ^ 



Definizioni e teoremi fondamentali. 

1. Dicesi intorno d'un punto in un piano un 
campo piano, di forma e di dimensioni arbitrarie, 
contenente nel suo interno quel punto. 

In certe ricerche analitiche è opportuno — a 
differenza di ciò che si fa nella Geometria — 
considerare il piano come avente un solo punto 
all'infinito. In tal caso conviene chiamare in- 
torno del punto all'infinito la parte infinita di 
piano che rimane al di fuori di un contorno finito 
qualunque. ^* 



* Per la bibliografia deir argomento vedi Vivanti, 203, 
204, 213. (NB. Questi numeri si riferiscono alla — Lista biblio- 
grafica — che si trova in fine del presente volume.) — Un' e- 
stesa trattazione della teoria degli aggregati fu pubblicata 
recentemente da Schonflies (186). — Sullo stesso argomento 
Miss Hardoastle sta preparando un rapporto da pubbli- 
carsi negli Atti delV Associazione Britannica. 

** Riguardo alla via per cui si giunge a questa defini- 
zione, vedasi il mio Co7'so di calcolo infinitesimale^ pag. 20 e 
67. Messina, Trimarchi, 1899. 

VlVAHTI. 1 
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2. Chiamiamo aggregato uq insieme ben de- 
finito di elementi d'una dote laminata classe, tale 
cioè che, dato un elemento, possa sempre deci- 
dersi se esso appartenga o no all' insieme. Noi 
avremo a considerare particolarmente gli aggre- 
gati di punti posti in un piano. 

Un aggregato dicesi finito^ se, togliendo da esso 
successivamente elementi e facendo corrispoadere 
a questi ordinatamente i termini della serie natu- 
rale dei numeri, si giunge infine ad un termine 
di questa, oltre il quale l'operazione non può più 
ripetersi, perchè furono ormai tolti tutti gli ele- 
menti dell' aggregato. Designando pertanto tali 
elementi con una medesima lettera portante per 
indici rispettivamente i numeri che ad essi corri- 
spondono, potrà sempre rappresentarsi un aggre- 
gato finito così : 

Un aggregato non finito dicesi infinito. 

3. Un punto dicesi punto limite d'un dato 
aggregato di punti posti in un piano, se in qua- 
lunque suo intorno sono contenuti punti dell'ag- 
gregato diversi da esso. — P. es : l'aggregato di 
tutti i punti del piano, le cui coordinate cartesiane 
rispetto a due assi sono razionali, ha per punti li- 
miti tutti i punti del piano ; l'aggregato di tutti i 
punti d'intersezione di due fasci di rette parallele 
ed equidistanti ha per solo punto limite il punto 
all' infinito. 

Un punto limite d'un aggregato può, o non, ap- 
partenere all'aggregato stesso. 

4. Un aggregato finito non ha alcun punto 
limite. 
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Infatti: 

a) Il punto all'infinito non può essere un suo 
punto limite, perchè gi può sempre descrivere un 
contorno finito che racchiuda tutti i punti dell'ag- 
gregato posti a distanza finita; 

b) Un altro punto qualunque P non può es- 
serlo, perchè, se»S è la più piccola tra le distanze 
di P dai vari punti dell'aggregato (escluso P 
stesso, se ne fa parte), un cerchio col centro in P 
e di raggio minore di 5 non può racchiudere al- 
cun punto appartenente all'aggregato, tranne tut- 
fai più P stesso. 

5. Un aggregato infinito ammette almeno un 
punto limite. 

Possono darsi due casi: o esìste un rettangolo 
di dimensioni finite contenente nel suo interno 
tutti i punti del dato aggregato A^ o non ne esi- 
ste alcuno. Nel secondo caso il punto all'infinito 
del piano è un punto limite dell'aggregato. Nel 
primo caso, diviso il rettangolo considerato a in 
4 rettangoli eguali pi, P21 Ps? h mediante due pa- 
rallele ai lati, uno almeno dei 4 rettangoli, p. es. 
Pi, conterrà infiniti punti di A. Diviso pi nello 
stesso modo in 4 rettangoli eguali Yi, Y2j Ys^ T4, 
uno almeno di questi, p. es. y^, conterrà infiniti 
punti di A. E così di seguito. Le coordinate dei 
vertici dei rettangoli a. Pi, Ti,... rispetto a due 
assi paralleli ai lati di a formano due coppie di 
classi^ e il punto P avente per coordinate i loro 
elementi di separazione è interno a tutti quei ret- 
tangoli; dato quindi un intorno qualunque di P, 
può sempre trovarsi un primo rettangolo della 
successione in esso contenuto, sicché l'intorno rac- 
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chiude certamente infiniti punti di A. Dunque P 
è punto limite del dato aggregato. 

6. L'insieme di tutti i punti limiti d'un ag- 
gregato A dicesi il derivato di ^ e si denota con 
A\ Se A' consta di infiniti punti, esso ammette 
un insieme derivato A'\ che dicesi derivato se- 
condo di A, E così via. • 

Se dopo un numero finito n di derivazioni si 
ottiene un aggregato finito -4("^ si dice che A è 
di primo genere e di specie n; in caso contrario 
A dicesi di secondo genere, 

7. Qualunque sia ^aggregato A^ A!^ è conte- 
nuto in A'. 

Se P è un punto qualunque di A^\ descritto 
un cerchio 3 comunque piccolo col centro in P, 
entro di esso giaceranno punti di A^ diversi da P. 
Sia Q uno di questi; descritto, col centro in 0, un 
cerchio £ interno a S e non contenente P, in £ 
giaceranno punti di A, Ne segue che entro S stanno 
punti di A diversi da P, sicché P è un punto li- 
mite di ^ e perciò appartiene ad A\ 

8. Un aggregato si dice isolato^ se non ha 
alcun punto comune col suo derivato; chiuso se 
contiene il suo derivato ; concentrato * se è in 
esso contenuto; perfetto se è identico al suo de- 
rivato. 

Un aggregato dicesi denso ** in un campo, 
quando tutti i punti del campo sono suoi punti 
limiti, quando cioè non v'ha alcuna parte (a duo 



* Cantor lo chiama insichdicht (condensato in ne stesso). 
** Seguendo Borel (16, pag. 38), adotto la parola denso 
in luogo dell'altra condensato comunemente in uso. 
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dimensioni) del campo, per quanto pìccola, non 
contenente punti dell'aggregato. 

Un aggregato dicesi connesso se, presi due punti 
qualunque P, Q di esso, e data una quantità <i 
arbitrariamente piccola, può trovarsi un numero 
finito di punti ^i, A^^ . . . , ^n dell'aggregato, tali 
che i segmenti P^i, Ai A^^ • . . , An-\ An , An Q 
sieno tutti minori di <?. 

Un aggregato perfetto e connesso dicesi con- 
tinuo. 

9. Ogni aggregato connesso è concentrato. 
Infatti, se un punto P dell'aggregato non fosse 

un suo punto limite, si potrebbe descrivere un 
cerchio col centro in P non contenente, oltre P, 
alcun altro punto dell' aggregato ; e però non sa- 
rebbe possibile congiungere P con un altro punto 
dell'aggregato mediante una spezzata come quella 
dell'art, prec. avente i lati minori del raggio di 
quel cerchio. 

10. Se un aggregato A è concentrato^ il suo 
derivato è perfetto. 

Sia P un punto di A\ ossia un punto limite di 
A\ poiché A ò contenuto in A\ P sarà punto li- 
mite di A\ e però apparterrà ad A'\ Dunque A 
è contenuto in A', Ma A^^ è contenuto in A^ (ar- 
ticolo 7), quindi A' è perfetto. 

\\, Se un aggregato perfetto A ne contiene 
uno chiuso Aij Vaggregato residuo A<^ è concen- 
trato. 

Sia P un punto di A^'^ poiché esso appartiene 
ad A^ sarà punto limite di J, e, non potendo es- 
serlo di Al (giacché tutti i punti limiti di A^ ap- 
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partengono ad Aij^ lo sarà di A^. Dunque A2 è 
concentrato. * 



Potenza degli aggregati. 

1 2. Si dice che due aggregati hanno egual 
potenza sono equivalenti^ quando tra i loro ele- 
menti (sulla cui natura non si fa alcuna ipotesi 
speciale) può stabilirsi una corrispondenza biuni- 
voca e completa^ — tale cioè, che ad ogni elemento 
d'uno degli aggregati corrisponda uno ed un solo 
elemento dell'altro, e viceversa. 

Con ciò noi possiamo ritenere, secondo i prin- 
cipi della teoria generale delle grandezze, di avere 
legittimamente definito l'ente potenza, '^'^ 

Il concetto d'eguaglianza di potenze da noi in- 
trodotto possiede, come è facile accertarsene, le 
3 proprietà caratteristiche dell'eguaglianza in ge- 
nere : 

a) Ogni ente è eguale a se stesso. 

h) Se un ente è eguale ad un altro, il secondo 
è eguale al primo. 

e) Due enti eguali ad un terzo sono eguali 
tra loro. 



* Le definizioni e i teoremi esposti in qaesto capitolo 
possono estendersi immediatamente e^^W agg'regati di panti 
posti in uno spazio ad n dimensioni. 

** Vedi Bettazzi, Teoria delle grandezze^ pag. 3-7. Pisa, 
Spoerri, 1890. — La definizione di potenza è una di quelle 
che i logici chiamano definizioni per astrazione, V. Burali- 
FoRTi, Logica matetnatica^ pag. 140. Milano, Hoepli, 1894. 
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L'equivalenza di due aggregati Ai^ A^, si de- 
nota col segno: 

^1 ~ A^. 

13. Il più semplice aggregato infinito che si 
presenta al nostro studio è quello costituito da 
tutti i numeri naturali; lo indicheremo con N, 

Diremo numerabile ogni aggregato avente egual 
potenza di JV^ 

1 4. Qualunque aggregato infinito contiene un 
aggregato numerabile. 

La proprietà caratteristica, per la quale noi di- 
ciamo che un aggregato è infinito, è questa (art. 2) : 
che, dopo aver tolto da esso un numero finito qua- 
luìique di elementi, sempre altri ne rimangono. 
Levato pertanto dal dato aggregato A un ele- 
mento ai, ne potremo levare un secondo a^^ e 
poi un terzo «3, e tale operazione potrà prose- 
guirsi indefinitamente. Ora T insieme «i, a^^ a^^. , , 
è numerabile, perchè fra esso ed N può stabi- 
lirsi una corrispondenza biunivoca e completa fa- 
cendo corrispondere, qualunque sia il numero in- 
tero r, all'elemento ar del primo l'elemento r del 
secondo. 

15. Se si hanno due aggregati equivalenti^ 
e da ciascuno di essi si toglie un elemento qual- 
siasi, gli aggregati residui sono ancora equiva- 
lenti, 

Sieno Ay B \ due aggregati, e si tolgano da 
essi rispettivamente gli elementi a, b. Indicheremo 
con (7, D gli aggregati residui, scrivendo: 

A = a-\'C, B = b + R 
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Se a e è sono omologhi nella corrispondenza 
che stabilisce l'equivalenza di ^ e 5, evidente- 
mente la corrispondenza stessa stabilisce 1' equi- 
valenza di C e D. Se non lo sono, sia a\ l'omo- 
logo di h in A^ bi l'omologo di a in B, e scriviamo: 

C = ai + E, D = bi + F. 

Gli elementi di ^ e quelli di F sono tra loro 
omologhi nella corrispondenza precedentemente 
stabilita; se si fanno inoltre corrispondere tra loro 
gli elementi «i e è^, si avrà stabilito l'equivalenza 
degli aggregati C, 2). 

1 6. Nessuna parte finita d^un aggregato può 
essere equivalente aW aggregato stesso. 

Sia: 

Al = «1+ a2 + . . . + an 

una parte finita d'un aggregato A; e suppongasi 
A ^ Al, Se da ^ e da Ai si toglie l'elemento co- 
mune ai, si ottengono ancora due aggregati equi- 
valenti (art. 15); cosi togliendo successivamente 
^2, «3, ecc. Ma, dopo avere eseguito n volte tale 
operazione, rimarrà da una parte un aggregato 
contenente certamente qualche elemento (cioè tutti 
gli elementi di A non appartenenti ad A{)^ dall'al- 
tra un aggregato che non ne contiene più alcuno; 
e l'equivalenza fra essi non può sussistere. Dun- 
que l'ipotesi fatta è assurda. 

17. Qualunque aggregato contenuto in un ag- 
gregato finito è finito. 

Sia l'aggregato finito: 

a^i^ a^ì • • * ^7, 
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e consideriamo la sua parte «3, «5, «g. Invece 
della corrispondenza: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 

«1, «2, a^j «4, «5, ag, «7, 

(dove gli elementi omologhi si sono posti vertical- 
mente gli uni sopra gli altri), possiamo, scam- 
biando «1 con «3, formare l'altra: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 

«3, ^2, «1, «4, a5, Gf(j, «7, 

poi, scambiando ^2 con ^5, la terza: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 

^3, a^f «1, «4, a2, 6/(5, «7, 

e infine, scambiando ai con a^, la quarta: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 

^3i %>} ^6; ^4? ^2t ^U ^7» 

da cui risulta che l'aggregato («3, «5, a^) è equi- 
valente all'aggregato (1, 2, 3), cioè è finito. 

18. Dall'art. 16 segue come caso particolare, 
tenendo conto dell'art. 17: Un aggregato finito 
non può essere equivalente ad alcuna sua paiate. * 



* Al lettore inesperto, che fosse tentato a giadicare ab- 
siomatici alcuni dei risultati qai stabiliti e quindi superflue 
le relative dimostrazioni, consigliamo di addentrarsi un po' 
piti in questa delicata e difficile parte deir analisi. Egli si 
avvedrà ben tosto che alcune delle proprietà, che si sogliono 
erroneamente considerare come assiomi logici, cessano di 
sussistere non appena dagli aggregati finiti si passa agli in- 
finiti. Leggasi p. es. il seguito di questo articolo. 
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A questo teorema fa riscontro il seguente : 
Dato un aggregato infinito, esiste sempre un ag- 
gregato in esso contenuto e ad esso equivalente. 

Sia A un aggregato infinito, e sieno «i, ^2, - . . 
gli elementi d' un aggregato numerabile ^i in esso 
contenuto. Scriviamo: 

e indichiamo inoltre con A2 l'aggregato ottenuto 
togliendo da ^1 l'elemento «i- Tra l'aggregato A 
e l'aggregato ^3 = ^^ + jB in esso contenuto può 
stabilirsi una corrispondenza biunivoca e completa 
nel modo seguente : agli elementi B iì A sì fanno 
corrispondere in A^ gli elementi stessi, agli ele- 
menti ai, (12, . . . di A si fanno corrispondere gli 
elementi «2^ ^s^ • • • di A^. Con ciò è stabilita l'e- 
quivalenza di ^ e del suo aggregato parziale A3. 
1 9. Se due aggregati infiniti sono tali, che cia- 
scuno di essi contiene mi aggregato parziale equi- 
valente air altro, essi sono equivalenti, * 

Siano A, B i due aggregati. Ai, Bi le loro 
parti tali che: 

A^Bi, B- Al. 

Sia A2 la parte di Ai omologa alla parte Bi di 
B nella corrispondenza tra Ai e B; sarà: 

A2'^ Bi'^ A. 

Sia As la parte di A2 omologa alla parte Ay di 
A nella corrispondenza tra A2 e A; sarà: 

^3-^1. 

* V. BoREL, op. cit., pagf. 104-106. 
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E così di seguito. Ciascuno degli aggregati vi, 
^1, ^2^ ^si ^4» • • • conterrà tutti i successivi, e 
noi porremo: 

Poiché ciascuno degli aggregati ^1, A2, ... è 
equivalente all'uno od all'altro degli aggregati 
infiniti -4, jB, essi consteranno tutti di infiniti ele- 
menti, e il loro processo di formazione potrà con- 
tinuarsi indefinitamente. Detto D' l'insieme degli 
elementi comuni a tutti quegli aggregati (insieme 
che può anche eventualmente essere nullo), si avrà : 

A =D + C,^+C2 + Cs + C^ + ... 
A,=:D+C,+ Cs'^C, + C, + .,, 

Ora, poiché nella corrispondenza esistente tra, A 
ed A2 le loro parti rispettive A^^ A^ sono omolo- 
ghe, lo stesso avrà luogo per le parti residue Cj, 
C3; e però sarà: 

Analogamente si avrà in generale: 

Cr '^ Cr+2» 

Scrivendo pertanto l'espressione di A così: 

^ = D -f ■ C2 + Ci 4 C4 4- C3 4- . . . , 

e confrontandola con quella di Ai, si vede che 
ciascuno dei due aggregati A, Ai risulta decom- 
posto in un insieme numerabile di aggregati par- 
ziali, e che gli aggregati che si corrispondono or- 
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dinatamente nelle due decomposizioni, o sono iden- 
tici, sono equivalenti. Ne segue: 

e quindi: 

20. Reciprocamente: Se due aggregati infi- 
niti A^ B sono equivalenti^ ciascuno di essi con- 
tiene un aggregato parziale equivalente aW altro. 
Infatti noi possiamo determinare due aggregati 
parziali ^i, ^i tali che (art. 18): 

Al- A, Bi'-^B; 



ma: 



quindi : 



^~B, 



Al ~ £, Bi ~ A. 



21. Siene A^ B due aggregati tali, che A 
contenga una parte equivalente a B senza che 
l'inversa abbia luogo; allora A e B non hanno 
egual potenza (art. 20). 

Diremo in tal caso che la potenza di A è mag- 
giore di quella di i?, od anche che quella di J5 è 
minore di quella di ^. * E facile dimostrare che 



* Potrebbe credersi a prima giunta che, dati due aggre- 
gati A, By debba aver luogo di necessità uno dei casi con- 
siderati: o ciascuno di essi contiene una parte equivalente 
all'altro, o A contiene una parte equivalente a. B^o B con- 
tiene una parte equivalente ad A. Invece può presentarsi 



^ 
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i concetti di maggiore e minore così introdotti per 
l'ente potenza possiedono le 3 proprietà caratte- 
ristiche (dove a. P, ecc. denotano altrettante po- 
tenze) : 

a^ Se a > p, p < a. 

ò; Se a > B, a = a', S = 6', ne segue a^ > p'. 
e) Se « > P e P ^ 7, a > Y. 

22. La potenza d^un aggregato è maggiore 
od eguale a quella di qualunque aggregato in esso 
contenuto. 

Sia A l'aggregato dato, Ai una sua parte. In 
A si può prendere una parte Ai equivalente, anzi 
identica, ad Ai^ il che dimostra l'asserto. 

Di qui e dall'art. 14 segue: 

Gli aggregati infiniti aventi la piti piccola po- 
tenza possibile sono gli aggregati numerabili. 

Appunto perciò la potenza degli aggregati nu- 
merabili si dice la prima potenza. 

Segue pure: 

Ogni aggregato infinito contenuto in un aggre- 
gato numerabile è numerabile. 



an quarto caso: nessuno dei due agg^regati contiene una 
parte equivalente aU' altro. Ciò avviene p. es. se A^ B sono 
compi»8ti d'uno stesso numero finito di elementi. La questione, 
86 in questo quarto caso i due aggregati sieno equivalenti, non 
è stata ancora completamente risolta. Se essa avesse a deci- 
dersi in senso negativo, la classe delle potenze presenterebbe 
questa singolarità, che di dae potenze V una potrebbe non 
essere né eguale, né maggiore, né minore dell'altra (v. Bo- 
KEL, op. cit., pag. 103). Cantor {Mafh. Ann., T. 46, pag 484) 
asserisce — senza dimostrarlo — che ciò non é possibile. 



14 Parte prima. 



Si ha anche il teorema più generale: 

Se V aggregato Ai è contenuto neW aggregato A, 

e V aggregato A2 in Aij e se A2 è equivalente ad 

A^ anche Ai è equivalente ad A, 

23. Uaggregato formato dagli elementi di due 
aggregati numerabili è numerabile. 

Siene A («i, «21 • • •)» ^ (61, b^^ . . .) i due aggre- 
gati. Facendo corrispondere alF elemento ar il nu- 
mero 2r — 1, all'elemento br il numero 2 r, sì 
viene a stabilire tra l'aggregato A ^ B ^ l'aggre- 
gato N una corrispondenza biunivoca completa; il 
che dimostra l'asserto. 

24. V aggregato formato dagli elementi d'un 
insieme numerabile di aggregati numerabili è nu^ 
merabile. 

Abbiasi l'insieme numerabile: 

-^1) A^^ ... 

di aggregati numerabili, gli elementi dei quali sieiio 
rispettivamente : 

«11, «1-7, . . . , 

^2b ^22ì • • • ) 



Possiamo disporre questi elementi in una serie 
semplice nel seguente modo: 

^11? %2ì ^21ì ^J3i ^22^ ^81? • • • 

Facendo corrispondere a ciascun elemento il nu- 
mero che designa il posto da esso occupato nella 
'='erie, risulta dimostrato l'asserto. 
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25. Applicando più volte successivamente que- 
sto teorema, può stabilirsi che: 

Gli elementi a;',ra...r„, dove al posto degli n in- 
dici devono mettersi rispettivamente tutti gli ele- 
menti di n aggregati numerabili^ costituiscono un 
aggregato numerabile, 

26. La potenza d^un aggregato non numera- 
bile non muta se si toglie da esso un aggregato 
numerabile. 

Sia A un aggregato non numerabile, B un ag- 
gregato numerabile in esso contenuto. Posto: 

A = B+G, 

l'aggregato C non sarà numerabile, giacche, se 
esso lo fosse, lo sarebbe pure A (art. 23). Sia D 
un aggregato numerabile contenuto in C (art. 14) ; 
posto : 

E non sarà numerabile. Tra gli aggregati: 
A = B^ D ^ E, C=D + E, 

può stabilirsi una corrispondenza biunivoca com- 
pleta come segue: agli elementi di E in A si 
fanno corrispondere gli elementi stessi in C, agli 
elementi dell'aggregato numerabile B t D (arti- 
colo 23) in A quelli dell'aggregato numerabile D 
in C, Dunque j ~ C 
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Aggregati speciali. 

27. V insieme R di tutti i numeri razionali 
è numerabile. 
L'aggregato numerabile (art. 24): 

1 1 1 
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contiene tutti gli elementi di B (ed anzi ciascuno 
di questi ripetuto infinite volte); quindi (art. 22) 
R è numerabile. 

28. L'aggregato S di tutti i numeri algebrici 
reali è numerabile. 

Dicesi numero algebrico reale ogni radice reale 
d' un' equazione algebrica a coefficienti razionali e 
col primo coefficiente eguale all' unità. — Fra tutte 
le equazioni di questa forma a cui soddisfa un 
medesimo numero algebrico reale ve n'ha una di 
grado minimo ; e questa, come si sa dall'Algebra, 
ò unica. 11 grado di tale equazione dicesi grado 
del numero algebrico. 

Dopo ciò sia: 

x^ + l'i a?«~i -f- . . . i rn-\ X + rn = 
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un'equazione a coefficienti razionali, Ar^r^„.rt^ Tag- 
gregato dei numeri algebrici reali che sono radici 
di quest'equazione e non lo sono di alcun' altra 
di grado inferiore. Facendo prendere ad ^i, r2,..«, rn 
tutti i possibili valori razionali, si otterranno cor- 
rispondentemente infiniti aggregati Ar,r^.,.rn, che 
presi insieme conterranno tutti i numeri algebrici 
reali di grado w, e ciascano una sola volta. L'in- 
sienae di tali aggregati Ar^r^^.rn è numerabile (ar- 
ticoli 25, 27), e ciascuno di essi contiene nessuno, 
uno od un numero finito di elementi; quindi (ar- 
ticolo 24) r insieme dei loro elementi, ossia l'ag- 
gregato dei numeri algebrici reali di grado w, è 
numerabile. Finalmente, facendo variare n per tutti 
i valori interi e positivi ed applicando un' altra 
volta l'art. 24, risulta dimostrato il teorema. 

29. L'aggregato T di tutti i numeri reali com- 
presi in un intervallo qualunque non è numerabile. 
Per dimostrare questo teorema, noi stabiliremo 
che, preso un aggregato numerabile qualunque: 

«1, ^2, . . . [A) 

contenuto in T^ esistono certo elementi di T non 
appartenenti ad esso. 

Siene «a?,, «/c» i due primi numeri della serie (.4) 
compresi nell' intervallo a^ «2, e sia Ici < 7^2. L'in- 
tervallo aic^ aic^ sarà contenuto entro «i a^, e quindi 
non potrà racchiudere alcun numero d'indice mi- 
nore di ^2* Siene ak^^ ak^, i due primi numeri della 
serie compresi in «Ar» ak^^ e suppongasi k^ < kj^. 
Sarà: 

kx ^ 3, k^ — 4, 7^:3 ^ 5, . . .' 
VivAJiTi. 2 
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Continuando allo stesso modo, si otterrà una 
serie d'intervalli: 

ai «2, aic^ akit ak^ a^-^, (ik^ ak^f . . . , 

contenuti ciascuno nel precedente, e tali che : 

/?r ^r + 2, 

e che ak^r-i (^hr può contenere soltanto numeri di 
indice maggiore di 2 r + 2. La successione : 

ai akt aki ak^, » . 
è crescente e la successione: 

a% ak^ ak^ aA^g . . . 

e decrescente, e gli elementi della prima sono mi- 
nori dei corrispondenti della seconda; quindi cia- 
scuna delle due successioni ammette un limite, e 
il limite p della prima è minore o eguale a quello q 
della seconda. L'intervallo pq (che può anche ri- 
dursi eventualmente ad un unico numero) non con- 
tiene alcun numero della serie {A). Ne contenga 
infatti uno ah ; determinato r in modo che 2 r -h 2 
non sia minore di /«, ah non potrà stare nell'in- 
tervallo a^v-l ^hry mentre esso appartiene all'in- 
tervallo p q che è interno a questo. Con ciò è di- 
mostrato l'asserto. 

30. Il teorema precedente può anche enun- 
ciarsi geometricamente cosi: 

V insieme di tutti i punti d^ un segmento retti' 
lineo qualsiasi ha potenza superiore alla prima. 
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Si può dimostrare nello stesso modo che: 

L'insieme di tutti i punti d'un arco curvilineo 
qualsiasi ha potenza superiore alla prima. 

Segue inoltre immediatamente: 

LHnsieme di tutti i punti d'un campo a due (od 
a n) dimensioni ha potenza superiore alla prima. 

31. Combinando il teorema dell'art. 29 con 
quelli degli art. 26 e 27, si ha: 

L'insieme 1 di tutti i numeri irrazionali con- 
tenuti in un intervallo qualsiasi ha la stessa po- 
tenza dell'insieme dei numeri reali contenuti nello 
stesso intervallo. 

32. Se si hanno in un piano due segmenti 
qualunque, finiti o no, ab, cd^ proiettandoli l'uno 
sull'altro dal punto d'intersezione delle a e, bd 
si stabilisce fra i loro punti una corrispondenza 
biunivoca completa. Dunque: 

L'insieme dei numeri reali contenuti in quah 
siasi intervallo (o dei punti di qualsiasi segmento) 
ha sempre la stessa potenza. Questa dicesi la po- 
tenza del continuo lineare. 

Dopo ciò il teorema dell'art. 31 può enunciarsi 
così: 

L'insieme dei numeri irrazionali contenuti in 
qualsiasi intervallo ha la potenza del continuo li- 
neare. 

33. Dagli articoli 25, 27 segue: 
L'insieme dei punti d'un campo piano qualun- 
que aventi le due coordinate cartesiane razionali 
è numerabile. 

34. L' insieme dei punti d' un campo piano 
aventi le due coordinate irrazionali ha la stessa 
potenza delVinsieme di tutti i punti del campo. 
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Consideriamo per semplicità il quadrato avente 
i vertici (0,0), (0, 1), (l, 0), (1, 1). Se si indicano 
genericamente con at^,t^ i punti di esso (^i, i^ de- 
signando le coordinate del punto at^^X con ai^.ù 
i punti in esso contenuti aventi le coordinate ir- 
razionali, gl'indici ^1, ^2 prenderanno tutti i valori 
contenuti nell'insieme T dei numeri reali com- 
presi tra ed 1, e gli indici «i, «2 prenderanno 
tutti i valori contenuti nell'insieme I dei numeri 
irrazionali compresi fra ed 1. Ma (art. 31) T '^ L 
quindi può stabilirsi una corrispondenza biunivoca 
e completa fra l'insieme dei valori di ti (o di ^2) 
e l'insieme dei valori di ii (0 di «2). Una simile 
corrispondenza potrà stabilirsi fra le coppie di va- 
lori {ti, t^, [il, Ì2) e quindi fra i punti at,,t^, ai,,ù. 
35. Se si hanno nel piano due campi finiti 
A, jB, si può sempre con una trasformazione per 
similitudine ottenere da A un campo Ai conte- 
nente nel suo interno J?, e analogamente dedurre 
da B un campo Bi contenente nel suo interno A, 
Indicando allora con A, B, ecc. l'insieme dei punti 
contenuti nei rispettivi campi, si ha: 

inoltre (art. 22): 

pot. Al ^ pot. J?, pot. ^1 ^ pot. A, 



Ne segue: 



7?. 



Si può trasformare punto a punto un cerchio A 
di raggio 1 nell'intero piano, che denoteremo con 
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(7, facendo corrispondere ai punti della circonfe- 
renza di raggio r<l quelli della circonferenza 

di raggio r' = e*' — e (dove e denota la base dei 
logaritmi iperbolici) ; la corrispondenza cessa di 
essere univoca pei soli punti della circonferenza 
di raggio 1, che hanno tutti per omologo il cen- 
tro. Ne segue: 

pot. C ^ pot. A^ 

e quindi (articolo 22), tenuto conto che C com* 
prende A : 

''C--A. 

Infine, se 2) è un campo infinito qualunque, B 
un campo finito in esso contenuto, si ha: 

C-^ A^B^ A, pot. C ^ pot. D ^ pot. B, 
quindi (art. 22): 

Può concludersi che: 

L'insieme di tutti i punti di qualunque campo 
piano finito od infinito ha sempre la stessa pò- 
tema. Essa può dirsi la potenza del continuo a 
due dimensioni.. 

E il teorema dell'articolo precedente può enun- 
ciarsi così: 

L^ aggregato di tutti i punti d'un campo piano 
aventi le coordinate irrazionali ha la potenza del 
continuo a due dimensioni. 
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36. Dimostreremo ora che: 
Viìisieme dei punti d/un segmento e V insieme 
dei punti d'un campo piano hanno la stessa po- 
tenza. 

Prendiamo come segmento Tintervallo 1 del- 
l'asse delle ascisse, come campo pianò il quadrato 
dell'art. 34, e denotiamo il primo con il, il se- 
condo con B. Sia G l'insieme dei pùnti at di A 
aventi l'ascissa t irrazionale, D l'insieme dei punti 
bui.Ui di B aventi le coordinate Wi, ti^ irrazionali. 
Poiché ogni numero irrazionale è sviluppabile in 
modo unico in frazione continua infinita, si avrà 
colla notazione di Dirichlet :. 

«2 + 



«3 + . . . 



Dopo ciò si potrà assegnare come corrispon- 
dente al punto at di 0, dove t ha la precedente 
espressione, il punto 6w„m2 di D, dove: 

e reciprocamente come corrispondente al punto 
bu,,u2 di i), dove: 

■ 

^1 = (Pili Pl2» Pl3, • • •), U2 -■ (P2:-. P22? P235 • • •)» 

il punto at di C, dove: 

t - (Pu, P21, 6i2> h2. • • •). 
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Con ciò si sarà stabilita una corrispondenza biuoi- 
voca e completa fra C e D^ onde: 

Ma d'altra parte (art. 31, 34): 
quindi: 

37. I risultati precedenti si estendono senza dif* 
ficoltà agli aggregati di punti posti in uno spazio 
lineare ad un numero qualunque di dimensioni. 
Così può concludersi che: 

L'insieme di tutti i punti d'un campo ad m di- 
mensioni^ e V insieme di tutti i punti d'un campo 
ad n dimensioni^ dove m =!= n, hanno la stessa po- 
tenza, la quale può dirsi semplicemente potenza 
del continuo, * 



* Questo risultato parrebbe diminuire di molto l' impor- 
tanza del concetto di numero di dimensioni, e togliere quasi 
la distinzione tra le funzioni di una e quelle di più Taria- 
bili. Tutto ciò però cessa di sussistere, quando si voglia aver 
riguardo alla continuità. Infatti la corrispondenza biunivoca 
completa che può stabilirsi tra i punti di due campi ad un 
numero diverso di dimensioni è necessariamente discontinua ; 
cioè a punti infinitamente vicini dell'uno dei campi non 
corrispondono sempre punti infinitamente vicini dell'altro. 

Ecco una delle molte dimostrazioni che furono date del- 
l'importante teorema, riferita alla corrispondenza tra il seg- 
mento A e il quadrato B dell'art. 36. 

Condotte nel quadrato B tutte le parallele all'asse delle 
aacÌBee, l'insieme di tutti i punti di una di esse avrà, se la 
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Un'altra forma sotto cui possono mettersi gli 
stessi risultati è la seguente: 

Gli elementi ar^r^.^rn , dove uno degli indici per- 
corre tutti gli elementi d'un aggregato avente la 
potenza del continuo^ e gli altri percorrono tutti 
gli elementi di aggregati aventi potenza eguale o 
minore di quella del continuo, costituiscono un ag- 
gregato avente la potenza del continuo» 



Teoremi sugli aggregati di punti. 



38. Se un campo ad n dimensioni contiene 
infiniti campi pure ad n dimensioni^ separati tra 
loro od aventi comuni tutt' al più punti del con- 
torno, Vinsieme di questi campi è numerabile. 

Supponiamo, per fissare le idee, n = 2, e am- 
mettiamo che il campo considerato abbia area fi- 
nita oc; se ciò non fosse, si potrebbe passare a 
questo caso mediante un'opportuna trasformazione 
(cfr. art. 35). Fra i campi parziali ve ne sarà tut- 

(X 

fai più uno la cui area superi — , ve ne saran- 



corrispondenza è contìnua, per omologhe in A T insieme di 
tutti i punti di un segmento ; a ciascuna parallela in B cor- 
risponderà in A un segmento, e tutti questi segmenti sa- 
ranno tra loro separati. Ma T insieme delle parallele eviden- 
temente ha la potenza del continuo, e Tinsieme dei segmenti 
contenuti in A è, per un teorema che dimostreremo più in- 
nanzi (art. 88j; numerabile; quindi il risultato ottenuto è 
assurdo, e la corrispondenza non può essere continui^* 
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ot 
no tutt'al più 3 la cui area superi —, 7 la cui area 

a 

superi — f ecc. Prendendo prima l'unico campo, 

o 

a 

se esiste, di area superiore ad —, poi quelli com- 

(X oc , (X 

presi fra -r ed — r , indi quelli compresi fra -r- ed 
4 2 8 

a 

— , e così via, si verrà a disporre i campi in una 

serie semplice, dalla quale nessuno di essi resterà 
escluso, ciò che prova l'asserto. 

39. Se un campo A ad n dimensioni^ dove 
n > 1, contiene un aggregato numerabile di punti: 



«1, «2 



, . • ., 



e se Pj q sono due punti non appartenenti a que- 
sto aggregato^ * si può sempre andare da p a q 
lungo una linea continua che non esca dal campo 
A e non passi per alcuno dei punti a^, a2, . . . 

Tracciamo una linea continua qualunque >, ohe, 
senza uscire da A^ cougiunga p con q. Siccome 
l'insieme de' suoi punti non è numerabile (arti- 
colo 30), essa conterrà certamente infiniti punti 
diversi dai punti a. Scegliamone un numero finito 
qualunque rj, r^^ ,., ^rn. Se p. es. sul tratto p ri 
della linea X v'hanno punti a, cerchiamo di sosti- 
tuire ad esso un arco di cerchio; poiché l'insieme 



* Siamo certi che esietono punti i quali soddiefanno a 
tale condizione, perchè l' insieme di tutti i punti di A non 
e numerabile- 
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di tutti gli archi di cerchio congiungenti p con r^ 
non è numerabile, ve ne saranno, in qualunque 
vicinanza della linea \ infiniti non passanti pef 
alcun punto a, ed uno qualunque di questi servirà 
al nostro scopo. 

40. Un aggregato perfetto non è numerabile! 

Per stabilire questo teorema, noi dimostreremo 
che un aggregato numerabile e concentrato noa 
può essere anche chiuso, e quindi non può essere 
perfetto. 

Sia l'aggregato considerato A («;, a.^^ . . .)> che j 
imagineremo posto in un piano. Poiché ciascun , 
punto a è, per ipotesi, punto limite dell'aggregato, 
descritto col centro in «i e con raggio arbitrario 
Cj un cerchio Yj, questo racchiuderà certamente 
punti di A, Sia ak\ il punto d'indice minimo in 
esso compreso; facendo centro in ak^ si descriva 
un cerchio Y2 che non esca da Yi © non racchiuda 

a.. Questo cerchio, il cui raggio P2 sarà <-^Fi. 

conterrà cortamente punti di A ; sia ak^ quello di 
indice minimo in esso racchiuse. Evidentemente 
k^>ÌC2^ giacche i punti d'indice minore di k2, es- 
sendo esterni a y^, lo sono parimenti a Y2- Così 
proseguendo, si verrà a formare una serie indefi- 
nita di cerchi Yi, Y21 • • • <« ciascuno dei quali è in- 
terno al precedente ed ha raggio minore della 
metà del raggio di questo. Esisterà pertanto un 
unico punto p interno a tutti quei cerchi. Esso è 
un punto limite di A^ perchè ogni suo intorno con- 
tiene uno dei cerchi della serie considerata (e con 
esso tutti i successivi), quindi racchiude di neces- 
sità punti di A. D'altra parte esso non appartiene 



i 
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ad A, perchè, se coincidesse p. es. con «r, esso 
dovrebbe essere esterno al cerchio Tr+i, il quale 
non contiene punti di A d'indice inferiore a kr-\-\ 
e quindi ad r ^- 1. Dunque l'aggregato A ammette 
almeno un punto limite non appartenente ad esso, 
e però non è chiuso. 

41. Un aggregato isolato è numerabile (o fi- 
nito). 

Se J. è un aggregato isolato di punti posti in 
UQ piano, intorno a ciascun punto di A si potrà 
descrivere un cerchio non contenente alpun altro 
punto di A. Se poi intorno a ciascun punto si de- 
scrive un cerchio che sia metà del precedente, 
tutti questi cerchi saranno esterni l'uno all'altro; 
infatti, detti «i, «2 due punti di A^ pi, pò ì raggi 
dei cerchi primitivamente descritti intorno ad essi, 
si avrà: 



quindi : 



Pi < »1 «2, ?2 < «1 (^2^ 



1 1 



2 Pi -^- y F2 < «1 «2- 



Dunque l'insieme di questi cerchi è numerabile 
(art. 38); ma ciascuno di essi contiene un solo 
punto di ^ — il proprio centro — quindi A è 
numerabile. 

42. Un aggregato^ il cui derivato è numera- 
bile finito^ è numerabile» 

Sia A un aggregato, il cui derivato A^ sia per 
ipotesi numerabile o finito. 

Denoteremo nel seguito con D {A^ E) l'insieme 
degli elementi comuni a due aggregati A^ J5, con 
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M {A^ B) r insieme degli elementi appartenenti 
almeno ad uno dei due aggregati A^ B. 
Scriviamo dunque, nel caso nostro: 

A=DU.A') + B. 

I punti dell'aggregato 5, non essendo pùnti li- 
miti di A^ non lo sono neppure di -B, che è in 
esso contenuto; sicché 5 è un aggregato isolato, 
e quindi (art. 41) numerabile. Inoltre D {A^ A'\ 
essendo contenuto nell'aggregato numerabile A\ 
è numerabile (art. 22). Ne segue (art. 23) che A 
è pure numerabile. 

43. Applicando più volte successivamente que- 
sto teorema, se ne deduce l'altro: 

Ogni aggregato di primo genere è numerabile. 
44-. Se A è un aggregato chiuso^ può trovarsi 
un aggregato di cui A è il derivato. 

Questo teorema è il reciproco di quello dell'art. 7. 

Posto : 

A = A' + B,'' 

* In generale, ogniqualvolta scriveremo: 

intenderemo che gli aggregati parziali Q, R non abbiano 
elementi comuni, ossia che ciascun elemento di P figuri una 
volta sola nel secondo membro. Ciò posto, dalle due relazioni : 

P=Q + R, P=Q+S, 

si può legittimamente dedurre R=S. Invece dalla relazione 
(a) non si può dedurre: 

giacché, anche bq Q eà R non hanno elementi comuni, può 
avvenire che Q' ed R' ne abbiano; può scriversi soltanto: 

P =MiQ\R'l 
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B sarà (cfr. art. 42) isolato, e quindi (art. 41) nu- 
merabile; e poiché i suoi punti, che potranno de- 
notarsi con &i, &2» • • • ? ^on sono punti limiti di A^ 
si potrà descrivere intorno a ciascun punto hr 
un cerchio y,- non contenente alcun altro punto di 
A. Entro ciascun cerchio yr costruiamo — ciò che 
è possibile in infiniti modi — un aggregato di 
punti Cr avente per unico punto limite br , e de- 
notiamo con D l'insieme di tutti i punti degli ag- 
gregati Ci, C2, . . . E facile vedere che i puati li- 
miti di D sono tutti e soltanto i punti di B e 
quelli di B\ sicché, tenuto conto che B e B' non 
hanno alcun punto comune, può scriversi: 

D' = B + B\ 

Dopo ciò poniamo: 

E=^D + A'; 
ne segue: 

E' = M (D\ A'') = M{B-h B\ A'') ; 

ma B^ non aveydo punti comuni con A\ non ne 
ha neppure con ^" che è in questo contenuto 
(art. 7), quindi può scriversi: 

E'=-M {B\ A'') 4- B. 
D' altra parte dalla prima relazione scritta segue : 

A' = MiB\A''); 
quindi si ha: 

E' = A'^ B, 

ossia E^ = A, Dunque esiste un aggregato E di 
cui A è il derivato. 
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Numeri trasfiniti. 

45. Per procedere più innanzi nello studio 
degli aggregati, conviene ricorrere ad uà nuovo 
ausiliario, cioè alla teoria dei numeri trasfiniti. 

Se gli elementi d'un aggregato si imaginano 
disposti in un certo ordine con legge determinata, 
per modo che, dati due elementi, possa sempre ri- 
conoscersi quale di essi precede l'altro, ossia è di 
rango inferiore all'altro, si dice che quegli ele- 
menti costituiscono una serie ordinata. 

Una serie ordinata si dice hen ordinata^ quando 
possiede le due proprietà seguenti: 

a) Esiste un primo elemento della serie. 
h) Presa una parte * qualunque della serie, 
esiste un elemento ad essa immediatamente suc- 
cessivo. 

E chiaro che non tutte le serie ordinate sono 
ben ordinate. P. es. la serie formata da tutti i nu- 
meri razionali maggiori di zero e' minori di uno 
disposti in ordine crescente non possiede alcuna 
delle due proprietà a)^ b). 

46. Ogìii parte d^una serie ben ordinata è una 
serie ben ordinata. 

Sia A una serie ben ordinata, B una sua parte. 
Se B contiene il primo elemento di A^ esso è 



* Vqv parte d'una serie ordinata s'intende una serie or- 
dinata i cui elementi appartengono tutti aUa data e vi fi- 
gurano nello stesso ordine relativo in cui si trovano in 
questa. 
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anche il primo elemento di ^; in caso diverso 
l'elemento immediatamente successivo a tutti gli 
elementi di A che precedono tutti quelli di B 
(elemento il quale esiste, per la proprietà b)) sarà 
il primo elemento di B. Dunque B ammette un 
primo elemento. 

Dividiamo ora B in due parti C, Z>, di cui la 
prima preceda la seconda. Poiché D è parte di A, 
ripetendo il precedente ragionamento può stabi- 
lirsi che D ammette un primo elemento; ma que- 
sto è immediatamente successivo alla parte C nella 
serie JB, dunque la parte C di questa serie am- 
mette un elemento immediatamente successivo. 

Pertanto B possiede ambe le proprietà o^, b)^ e 
però è una serie ben ordinata. 

47. Una corrispondenza biunivoca completa 
tra gli elementi di due serie ordinate, avente la 
proprietà che gli elementi omologhi si trovano 
nel medesimo ordine rispettivo nelle due serie, si 
dice una corrispondenza ordinata. Se fra due se- 
rie ben ordinate può stabilirsi una corrispondenza 
ordinata, si dice che le due serie hanno egual nu^ 
mero ordinale o trasfinito^ o che sono simili. 

Pel concetto di eguaglianza ora introdotto val- 
gono considerazioni analoghe a quelle dell'art. 12. 

La similitudine di due serie ben ordinate ^i, A^ 
si denota col segno: 

^1 ^ A2. 

Gli elementi di due serie simili costituiscono 
evidentemente due aggregati di egual potenza. 

48. Tra due serie simili esiste una sola cor- 
rispondenza ordinata. 
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Infatti questa è completamente determinata dalle 
due condizioni seguenti: che al primo elemento 
dell'una serie deve corrispondere il primo dell'al- 
tra; e che all'elemento immediatamente successivo 
ad una parte dell'una deve corrispondere l'ele- 
mento immediatamente successivo alla parte omo- 
loga dell'altra. 

49. Dicesi segmento d'una serie ben ordinata 
la parte di essa costituita da tutti gli elementi di 
rango inferiore ad un dato elemento. Ogni ele- 
mento d'una serie individua un unico segmento, 
e reciprocamente. 

Un segmento è una serie ben ordinata (art. 46). 

Un segmento d'una serie si dice maggiore o mi- 
nore d'un altro, secondochè l'elemento che lo in- 
dividua segue precede l'elemento che individua 
r altro. 

50. Una serie ben ordinata non può essere 
simile ad un suo segmento. 

Supponiamo la serie A simile al suo segmento 
Al individuato dall'elemento «j. Al primo ele- 
mento di Al corrisponderà il primo elemento di 
A^ ossia l'elemento stesso; al secondo, il secon- 
do, ecc.; all'elemento consecutivo ad un segmento 
di Al l'elemento consecutivo al segmento omo- 
logo, ossia allo stesso segmento, in Ai ; in breve 
tutti gli elementi di Ai avranno per corrispondenti 
in ^ gli elementi stessi. Ne segue che l'elemento 
ai di ^4, il quale non appartiene ad Ai, non avrà 
in Al alcun omologo. Dunque la similitudine non 
può sussistere. 

51. Poiché di due segmenti d'una stessa se- 
rie il minore può considerarsi come un segmento 
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del maggiore, può dedursi dal teorema precedente 
che: 

Due segmenti diversi d^una stessa serie non pos" 
sono essere simili tra loro. 

E per conseguenza: 

Una serie non può essere simile a due segmenti 
diversi d^ un altra serie» 

52, Se Ai^ A2 sono due segmenti d''una serie 
A, Bi^ B2 due segmenti ad essi rispettivamente si- 
mili d^ un' altra serie B, secondochè Ai^A^^ an- 
che Bi ^ B^. 

Supposto Ai> A^y l'elemento a^ di A che in- 
dividua A^ farà parte del segmento Ai, L'elemento 

^2 di Bi che è omologo ad «2 nella corrispondenza 

tra Al e B^ individua un segmento B^ di B^^ e 
quindi di 5, che è simile ad -^2; ma, poiché A^ ^ B^y 

ne segue B^ ^ JB2. Ora ciò non può sussistere (ar- 
ticolo 51) se B^ e B^ non sono identici. Dunque 

&2 è l'elemento che individua B^'t e, poiché esso 
appartiene a Bi^ può concludersi che ^1 > B^, 

53. Se due serie sono tali., che per ogni seg- 
mento dato dell'una di esse può trovarsi nell'altra 
un segmento siynile, e viceversa, le due serie sono 
simili. 

Si può infatti stabilire una corrispondenza tra 
gli elementi delle due serie considerando come 
omologhi gli elementi che individuano due seg- 
menti simili. Tale corrispondenza é completa per 
ipotesi, biunivoca per l'ultimo teorema dell'art. 51, 
e -ordinata pel teorema dell'art. 52. 
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54. Se due serie A, B sono tali^ che per ogni 
segmento di A ve n^è uno simile in B, mentre hi 
inversa non ha luogo, esiste in B un segmento si- 
mile ad A. 

Gli elementi che individuano i segmenti di B 
ai quali non esistono segmenti simili in A costi- 
tuiscono una parte di i?, la quale avrà (art. 46) 
un elemento di rango minimo bi. Il segmento Bi 
di B individuato da bi ha la proprietà che per 
ogni segmento di B minore di esso, ossia conte- 
nuto in esso, v'ha un segmento simile in A; d'al- 
tra parte tutti i segmenti di A hanuo, per ipotesi, 
i loro simili in B^ e questi sono necessariamente 
contenuti in Bi, 'Ne segue (art. 53) che A è si- 
mile a Bi- 

55. Date due serie A, B, può aver luogo uno 
ed uno solo dei seguenti casi: 

a) A è simile a B. 

b) Un segmento di B è simile ad A, 
e) Un segmento di A è simile a B. 

Anzitutto è evidente che per due serie Ay B 
sono possibili soltanto i 4 seguenti casi, i quali si 
escludono a vicenda: 

a) Ogni segmento di A ha il suo simile in B 
e viceversa. Allora A^ B (art. 53). 

hj Ogni segmento di A ha il suo simile in B. 
mentre l'inversa non ha luogo. 

Allora (art. 54) esiste un segmento di B simile 
ad A. 

cj Ogni segmento di B ha il suo simile in A. 
mentre l'inversa non ha luogo. Allora (art. 54j 
esiste un segmento di A simile a B, 
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dj Vi è in A qualche segmeuto a cui non ne 
esiste alcuno simile in 5, e vi è in J5 qualche 
segmento a cui non ne esiste alcuno simile in A. 
Questo caso è impossibile. — Infatti sia (cfr. ar- 
ticolo 54) Al il più piccolo segmento di ^ a cui 
non ve n' ha alcuno simile in J9, Bi il più piccolo 
segmento di J9 a cui non ve n'ha alcuno simile 
in A. Per ciascun segmento di A contenuto in Ai 
ve n'avrà uno simile in 5, il quale sarà contenuto 
in Bi, e reciprocamente, sicché (art. 53) Ai — i?i. 
Ma ciò è in contraddizione coli' ipotesi che non 
esista in B alcun segmento simile ad Ai] dunque 
il caso considerato è impossibile. 

56. Se due serie A^ B non sono simili, e se 
v'.ha in A un segmento simile a B, si dice che il 
numero trasfinitó della serie A è maggiore di 
quello della serie £, o che il secondo è minore 
del primo. 

Denotando con «, p i numeri trasfiniti di due 
serie A^ jB, risulta dal teorema dell'art, prec. che 
ha luogo uno ed uno solo dei 3 seguenti casi: 

a = p, a>6, a<p. 

57. Il numero ordinale di qualunque serie 
infinita è maggiore di quello di qualunque serie 
finita. 

Stabilita infatti la corrispondenza fra il primo 
elemento dell'una serie e quello dell'altra, fra il 
secondo e il secondo, ecc., si giungerà ad esaurire 
la serie finita senza che sia esaurita l'altra. 

58. Giova considerare quale aspetto prendano 
i concetti esposti quando le serie a cui si Tuole 
applicarli contengono un numero finito di ele- 
menti. 
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Anzitutto una serie ordinata d'elementi in nu- 
mero finito è sèmpre ben ordinata. 

Due serie finite tìono simili sempre e soltanto 
quando sono composte d'un egual numero di ele- 
menti. Questo numero pertanto, che rappresenta 
un carattere comune a tutta una classe di serie 
simili, può assumersi come il loro numero ordinale. 

Possiamo imaginare la serie naturale dei numeri 
generata così. Supposto di avere una serie formata 
d'un unico elemento a, a questo si fa corrispon- 
dere il segno 0, e si indica con 1 il numero or- 
dinale della serie. Aggiungendo ora ad a un nuovo 
elemento è, si fa corrispondere ad a, 1 a &, e si 
designa con 2 il numero ordinale della serie a, b. 
In generale, definito un numero w, si aggiunge 
un nuovo elemento alla serie di m elementi ohe 
ha servito a generarlo, e, fatti corrispondere or- 
dinatamente agli elementi della serie così ottenuta 
i numeri 0, 1, . . . , m, si designa con tn + l il nu- 
mero ordinale della serie. 

Risulta di qui: 

Che la serie naturale dei numeri è una serie 
ben ordinata; 

Che il numero ordinale d'un segmento della se- 
rie naturale dei numeri (supposta incominciata da 
0) è il numero immediatamente successivo al seg- 
mento stesso in questa serie; 

Che il numero ordinale d'uaa serie finita di ele- 
menti è quello stesso simbolo col quale si suole 
designare il numero dei suoi elementi (numero 
cardinale). 

59. Quest'ultima osservazione mette in luce 
una diflferenza caratteristica esistente tra gli ag- 
gregati finiti e gli infiniti. 
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Se si ha un aggregato finito, in qualunque modo 
i suoi elementi si dispongano in serie ben ordi- 
nata, il numero ordinale di essa è sempre il me- 
desimo — poiché esso è il numero degli elementi 
dell'aggregato. 

La stessa cosa non avviene per gli aggregati 
infiniti. P. es. l'aggregato di tutti i numeri natu- 
rali si può disporre in serie ben ordinata, fra l'al- 
tro, nei seguenti modi: 

a) Prendendo per primo elemento 1 e facendo 
seguire ad esso 2, poi 3, e così via: 

1, J, o, . . . ; 

P) Prendendo per primo elemento 2 e facendo 
seguire ad esso 3, poi 4, ecc., infine facendo se- 
guire all'intera serie dei numeri così disposti il 
numero 1 : 

^1 ^) • • • > 1 5 

y) Prendendo per primo elemento 3 e facendo 
seguire ad esso 4, poi 5, ecc., infine facendo se- 
guire all'intera serie dei numeri così disposti il 
numero 1, e a questo il numero 2: 

o, 4, . . . , 1, 2; 

8) Prendendo per primo elemento 1, e facendo 
seguire ad esso 3, 5, 7, ecc., poi all'intera serie 
(lei numeri dispari facendo seguire 2, 4, 6, ecc.: 

1, o, D, . . • , ^j 4, o, . . . 

Le 4 serie così ottenute hanno tutte numero or- 
dinale diverso. Infatti a è simile al segmento di S 
che precede l'elemento 1; p al segmento di y che 



38 Parte prima. 



precede P elemento 2; infine oc è simile al segmento 
di S che precede l' elemento 2, S a quello che pre- 
cede l'elemento 4, y a- quello che precede 1' ele- 
mento 6. 

Come appare chiaro da questi esempi, la possi- 
bilità di disporre gli elementi d'un aggregato in 
serie ben ordinate non simili tra loro si collega 
strettamente col fatto già osservato (art. 18), che 
può aver luogo l'equivalenza tra un aggregato in- 
finito ed una parte di esso. 

60. Date due serie ben ordinate A^ B^ noi 
possiamo dedurre da esse una nuova serie ben or- 
dinata C facendo seguire all'intera serie A l'in- 
tera serie B senza mutare affatto l'ordine degli 
elementi entro ciascuna delle due serie. Il nunnero 
ordinale y della serie G si dice la somma di quelli 
a, ? delle serie A^ B: 

e l'operazione corrispondente dicesi addizione. 

Il concetto di somma si riduce a quello ordina- 
rio quando a e 8 sono numeri finiti. 

L'addizione possiede la proprietà associaftiva; 
giacche, date tre serie A^ A^^ ^3, si ottiene lo 
stesso risultato ponendo A^ di seguito ad Ai e 
poi A^ di seguito alla serie così formata, come 
ponendo A^ di seguito ad A^ e poi la serie così 
formata di seguito ad ^i. 

Essa invece non possiede in generale la pro- 
prietà commutativa. Si consideri infatti, p. es., la 
serie dei numeri naturali, il cui numero ordinale 
si indichi con w, ed un' altra serie costituita da un 
unico elemento a (cioè il cui numero ordinale è 1). 
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Le serie: 

1) ^) t)j . • . ) a^ 
a^ 1^ u^ «jj • . • ^ 

i cui numeri ordinali sono rispettivamente w + 1 
e 1 + w, non sono simili, giacche la seconda è si- 
mile alla serie dei numeri naturali, ossia al seg- 
mento della prima che precede l'elemento a. Si 
ha cioè: 

1 + (0=: (o <; (0 -\- 1. 

61. Abbiansi ancora due serie ben ordiuate 
A^ B, e al posto di ciascun elemento di A si metta 
una serie simile a B. Detta C la serie cosi otte- 
nuta, Y il suo numero ordinale, e indicando con a, 
S quelli delle serie date, y si dice il prodotto di 
? per a, S il moltiplicando j ^ il moltiplicatore: 

e l'operazione corrispondente chiamasi moltipli- 
cazione. 

Il concetto di prodotto si riduce a quello ordi- 
nario quando a e S sono finiti. 

È facile dimostrare che la moltiplicazione pos- 
siede le proprietà associativa e distributiva. 

Invece essa non possiede in generale la proprietà 
commutativa. Si consideri ancora la serie dei nu- 
meri naturali, ed inoltre una serie formata di due 
soli elementi (cioè avente il numero ordinale 2). 
Le serie: 

^11 ^iì ^2t ^2i %i ^.:i • • • 1 

«1, «2» ^3' • • • 1 ^.T ^2i l^ò> ' • • f 
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i cui numeri ordinali sono rispettivamente 2 . w t 
w . 2, non sono simili, giacche la prima è simil? 
alla serie dei numeri naturali, ossia al segnjpnto 
della seconda che precede &i. Si ha cioè: 

2 . w = oj < co , 2. 

62. Si è denotato con oj il numero ordinale 
della serie naturale dei numeri. Esso ha la pro- 
prietà di essere il pia piccolo dei numeri ordinali 
trasfiniti (cioè appartenenti a serie infinite). In- 
fatti qualunque segmento della serie naturale dei 
numeri costituisce una serie finita, sicché solo i 
numeri ordinali finiti sono minori di w. 

Se dopo la intera serie naturale dei numeri si 
aggiunge un nuovo elemento «i, si ottiene una se- 
rie Al il cui numero ordinale è w + 1 (art. 60). 
Questo numero possiede le due seguenti proprietà: 
Di essere > oj (giacché il segmento di A^ che 
precede a^ ha per numero ordinale oj). 

Che non esiste alcun numero maggiore di oj 
e minore di oj -|- 1 (giacche un segmento di ^j, o 
ha il numero ordinale oj, o è finito). 

In modo analogo si passa da cu hi ad oj + 2, 
OJ +■ 3, ecc. 

Così la serie naturale dei numeri, considerati 
come numeri ordinali delle serie finite, viene 
estesa mediante l'aggiunta dei numeri ordinali tra- 
sfiniti OJ, OJ -|- 1, (o + 2, ecc. Nella serie: 

0, 1, 2, . . . , OJ, OJ + 1, to + 2, . . . 

ogni numero è maggiore di tutti i precedenti; 
inoltre due numeri consecutivi hanno la proprietà 
che non esiste alcun numero maggiore di uno di 
essi e minore dell'altro. 

l 
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Il principio ohe presiede alla creazione dei nu- 
meri w + 1, w + 2, . . . (primo principio di for* 
"inazione di Cantor), e che consiste nell'aggiungere 
uq' unità ad un numero già definito, è quello che 
ci ha già condotti a generare l'intera serie natu- 
rale dei numeri partendo dall'unità. Però l'uso 
esclusivo di tale principio non ci avrebbe giam- 
mai permesso di uscire da questa serie ; a tal uopo 
abbiamo dovuto ricorrere ad un nuovo principio 
(secondo principio di formazione): creazione d'mi 
nuovo numero (il numero oj) definito come il più 
piccolo numero maggiore di tutti quelli già for- 
mati. Mercè questo principio noi potremo creare 
un nuovo numero, che rappresenta il numero or- 
dinale della serie: 

0, 1, 2, . . . , 0), w + 1, oj +- 2, . . . , 

supposta prolungata indefinitamente, ossia il più 
piccolo numero trasfinito maggiore di tutti quelli 
della serie stessa. Tuttavia non è necessario deno- 
tare questo numero con un simbolo totalmente 
nuovo; le leggi delle operazioni poc'anzi stabilite 
ci permettono di indicarlo con w . 2. Parimenti 
sarà W.3 il numero ordinale della serie: 

0, 1,2, ...,o>,{o+l,(o + 2,..., W.2, w.2-hl,'i).2 ■^2, ..., 

e cosi via; sarà o).o) ossia «^^^ il numero ordinale 
della serie : 

Mv?^-i "^J^^+i^ '^^ + 2,..., w. 2, 03.2+1^^0)^^2,..., 
Aq Al A^ 

dove s'intende che i gruppi Aq^ A\^ ^2,-.. for- 
mino una serie simile a quella dei numeri natu- 
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rali. In modo analogo potranno definirsi oj», w^, o.^^ 

w^ , ecc. 

I numeri finiti si dicono anche della prima 
classe; quelli formati mediante o^ e i numeri finiti 
diconsi della seconda classe. 

Un numero della seconda classe dicesi di prima 
di seconda specie^ secondochè esso è generato 
mediante il primo o mediante il secondo principio, 
ossia secondochè esso ammette o no un numero 
immediatamente inferiore. 

E facile dimostrare (vedi art. 23, 24, 25) che 
/' insieme di tutti i numeri più piccoli di un nu- 
mero determinato della seconda classe è numerabile. 

63. Si presenta ora spontanea una domanda: 
L'insieme dei numeri fin qui considerati com- 
prende i numeri ordinali di tutte le possibili serie 
ben ordinate? 

A tale domanda risponde il teorema seguente: 

Se A è un aggregato numerabile^ preso un nu- 
mero QUALUNQUE a di 2.^ classe^ si possono disporre 
gli elementi di A in una serie ben ordinata simile 
a quella dei numeri ordinali che precedono a; e 
reciprocamente^ se ciò è possibile. per un numero 
a, r aggregato A è numerabile. 

La dimostrazione di questo teorema è sempli- 
cissima. Poiché l'aggregato dei numeri minori di 
a è numerabile (art. 62), si potrà stabilire uoa cor- 
rispondenza biunivoca completa fra questi numeri 
e gli elementi di A, Convenendo poi che di due 
elementi di A preceda quello a cui corrisponde il 
numero minore, si verrà a disporre gli elem/fenti 
di A in una serie ben ordinata simile a quel^'iaivA 
numeri minori di a. — Reciprocamente, 'v^ se tal 
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cosa può farsi per un numero a, ne segue (art. 47) 
che A e l'insieme dei numeri minori di a hanno 
egual potenza, e quindi che A è numerabile. 

Il teorema stabilito può enunciarsi più breve- 
mente così: 1 numeri della 2^ classe servono a 
numerare tutti e soli gli aggregati della prima 
potenza^ come quelli della 1.* classe servono a nu- 
merare tutti e soli gli aggregati j&niti. 

Dopo ciò appare evidente la necessità di creare 
nuovi numeri i quali possano esprimere il numero 
ordinale degli aggregati non numerabili. E poiché 
tali numeri npn possono comporsi mediante w e i 
numeri finiti, essendo i numeri così composti atti 
a numerare soltanto gli aggregati della prima po- 
tenza, converrà introdurre un simbolo affatto nuovo. 
Come tale assumeremo i^, il quale verrà definito 
come il minimo numero trasfinito più grande di 
tutti i numeri ordinali delle serie^ i cui elementi 
formano un aggregato numerabile. 

Questo concetto, di introdurre solo allora un nu- 
mero totalmente nuovo i^ quando sieno esauriti tutti 
i numeri atti a numerare le serie, i cui elementi 
formano un aggregato numerabile, conveniente- 
mente generalizzato, come si dirà poi, costituisce 
il principio di arresto o di limitazione^ il quale 
stabilisce sotto quali condizioni si deva introdurre 
un simbolo totalmente nuovo. 

Dalla definizione del numero ii segue che: Un 
numero trasfinito è della seconda classe sempre e 
soltanto se V insieme dei numeri che lo precedono 
è numerabile; e quindi che: V insieme dei numeri 
minori di ^ non è numerabile. 
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Inoltre può dimostrarsi che: Non esiste alcun 
insieme non numerabile di potenza minore di quelb 
dell'insieme Z di tutti i numeri ordinali minori 
di ^ ossia che: La potenza dell'insieme Z eh 
più pìccola potenza dopo la prima. Perciò essa si 
chiama la seconda potenza. 

Supponiamo che esista uq insieme A non nu- 
merabile e avente potenza minore di quella del- 
l'insieme Z, Per definizione esisterà un insieme 
Z\ contenuto in Z ed equivalente ad A. Indichiamo 
con Y la serie ben ordinata dei numeri minori di 
ii, con Yi la serie ben ordinata (art. 46) ottenuta 
disponendo gli elementi di Zi in ordine cre- 
scente. Poiché ogni segmento di F è numerabile, 
e Zi non lo è, Z^ non sarà equivalente all'insieme 
degli elementi d'alcun segmento di Y^ e però 
(art. 47) Fi non sarà simile ad alcun segmento di 
Y. Ne segue (art. 55) che, o Fx è simile ad F, o 
un segmento Y^ di F^ è simile ad F. Nel primo 
caso Zi sarebbe equivalente a Z\ nel secondo caso 
un aggregato contenuto in Zi sarebbe equivalente a 
Z, e quindi (art. 22) ZiQ Z sarebbero ancora equi- 
valenti. Dunque è impossibile che la potenza di A 
sia minore di quella di Z. 

64. Mediante il numero i^, il numero w e i nu- 
meri finiti, e coir applicazione dei due principi di 
formazione, si potranno costruire nuovi numeri 
trasfiniti. In virtù poi del principio di arresto, do- 
vrà introdursi un numero totalmente nuopo allora, 
e allora soltanto, che l' insieme dei numeri costruiti 
abbia raggiunto potenza superiore alla seconda. 

Il processo descritto non ha, come si vede, al 
cun limite; e la creazione d'un numero totalmente 
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nuovo è condizioaata alla circostanza, che l'iusieme 
di tutti i numeri già definiti abbia potenza supe- 
riore a quella dell' insieme di tutti i numeri mi- 
nori di uno qualunque dei numeri già definiti. 

65. In ogni insieme di numeri ordinali ve n'è 
uno più piccolo di tutti gli altri. 

Facendo infatti dell'insieme dato una serie or- 
dinata, col disporre gli elementi in ordine crescente, 
questa, come parte della serie di tutti i numeri 
ordinali, sarà (art. 46) ben ordinata; quindi avrà 
un primo elemento. Questo sarà il minimo dei suoi 
elementi. 

66. Una serie numerabile di numeri trasfiniti 
decrescenti è finita. 

Sia la serie data: 

Ofj, tì?2, ^^3, • • • , 

dove as < at ogniqualvolta s > f, e sia a,- il minimo 
dei numeri della serie (art. 65). Se nella serie esi- 
stesse l'elemento ar-f-i, dovrebbe essere ar+i<ar, 
il che è contrario all' ipotesi che ar sia il minimo. 
Dunque la serie proposta è finita. 

Applicazione della teoria dei numeri frasfiniti 
alio studio degli aggregati. 

67. Si è dimostrato (art. 7) che, qualunque 
sia A il suo derivato primo, A^ contiene il suo 
derivato secondo A"\ Parimenti A^' contiene A"\ 
A!" contiene ^^% ecc. Può avvenire che gli ag- 
is'regati : 

Af Aff AUf 
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ciascuno dei quali contiene il seguente, abbiano 
elementi comuni; l'insieme di questi si dirà il de- 
rivato d^ ordine w di A^ e si denoterà con A^^'^Kl 
derivati successivi di A^^) si designeranno con: 

e l'insieme degli elementi ad essi comuni con 
j[(tu.2). Q così via. Allo stesso modo sarà A^^^ l'in- 
sieme degli elementi comuni a tutti gli aggregati 
A^"^ f dove a è un numero qualunque della 1.* o 
della 2.* classe. 

Si vedo che gli ordini di derivazione che an- 
diamo per tal modo formando non sono affatto di- 
versi dai numeri trasfiniti; inoltre che, se a è un 
numero di prima specie, ^^") è il derivato, nel 
senso ordinario, di A^^^^^ essendo a = p -(- i^ se a è 
di seconda specie, A^"^ è l'insieme degli elementi 
comuni agli aggregati A^y\ dove y percorre tutta 
la serie dei numeri minori di a, 

68. Qualunque aggregato derivato è chiuso- 

Sia A^"^ il derivato d'ordine a d'un aggregato 
J, dove a è un numero ordinale qualunque. 

Se a è un numero di 1.' specie, posto x = 8 -f 1, 
A^"^ ò il derivato primo di J.^'''*, e quindi (art. 7) 
ò chiuso. 

Sia invece a di 2.* specie. Supponiamo dapprima 
a = (o. Allora, detto n un numero finito qualun- 
que, essendo A^"^"^ contenuto in A^*^\ ^(«-f-D è 
contenuto in ^(«+1) ; gH elementi di ^(^*^+J) appar- 
tengono quindi a tutti gli aggregati A^\ A^'\...^ 
e però appartengono all'insieme A^^ degli ele- 
menti comuni a tutti questi aggregati. — Sia ora 
a = w . 2. Detto Y un numero qualunque minore 
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di oj . 2, 4^"-2) è contenuto in A^y\ e quindi ^K2+i) 
in A^y-^^^; ma, essendo A^y^ chiuso qualunque sia 
Y < w . 2 (come si è testé dimostrato), ^(^''•s+i) è 
contenuto in A^y^ , quindi in ^(^-2) ^ ^jie ^ l'insieme 
degli elementi comuni a tutti gli aggregati A^yK 
Così si può continuare per qualunque numero della 
2.* specie. 

69. Un aggregato di punti A è del L° o del 
2.° genere^ secondochè A^"^^ è o non è nullo. 

Se A è del 1.® genere, evidentemente A^'"^^ = 0.. 

Sia ora A del 2.^ genere, e supponiamo, per 
fissare le idee, che i suoi punti giacciano sopra un 
segmento finito. Diviso questo per metà, i punti 
di A contenuti in una almeno delle due parti do- 
vranno formare un aggregato del 2.® genere. Con- 
tinuando il ragionamento in modo noto (cfr. art. 5), 
si viene a concludere che nel segmento esiste al- 
meno un punto p in ogni intorno del quale è con- 
tenuto un aggregato di 2.® genere di punti di A, 
Sia B l'aggregato contenuto nell'intorno s di ^; 
poiché, qualunque sia n, jBt") non è nullo e fa 
parte di A^**\ potrà dirsi che in e sono contenuti 
punti di A^^K Segue da ciò che p è punto limite 
di A^^\ ossia che appartiene ad A^^-^^\ Adunque 
p appartiene ad A'\ A"\ ^^^, . . . , e quindi ad A^'^\ 
il quale pertanto non è nullo. 

70. Se può assegnarsi un numero « della 
prima o della seconda classe pel quale A^'^^ è nu- 
merabile^ lo è pure A\ e quindi (art. 42) A, 

Se un insieme P ne contiene un altro Q, noi 
indicheremo con P — Q l'insieme degli elementi 
di P non appartenenti a Q, 
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Dopo ciò è facile rendersi ragione dell'egua- 
glianza seguente: 

A' =- {A' - A'') + {A'' - A'") + . . . + A(-) = 

I termini della somma - {A^y^ — ^^>'+^)) formaiìo 
un insieme finito o numerabile (art. 62), e ciascuno 
.di essi rappresenta un aggregato isolato, quindi 
numerabile (art. 41), perciò è numerabile (art. 24) 
r insieme di tutti i loro elementi. Supposto dunque 
che lo sia pure A^"\ lo sarà parimenti (art. 23) A'. 
71. Se A' è numerabile^ esiste un primo nu- 
mero a della prima o della seconda classe per cui 
^(«) = 0. 

Scriviamo, analogamente a quanto abbiamo già 
fatto nell'art, prec: 

A'= ^ (.4'»- ^1/4-1)) : ^(^). 
r<n 

Se nessuno degli aggregati ^0) è nullo, essendo 
A^y^ numerabile perchè (art. 22) contenuto nell'ag- 
gregato numerabile A\ esso non potrà (art. 40) 
essere perfetto, e però {A^y^ — A^y^^^) non sarà 
nullo. Dunque l'insieme dei termini della somma 
che figura nella relazione scritta non è numera- 
bile (art. 63), e nessuno di essi rappresenta un ag- 
gregato nullo. Ne segue che A' non è numerabile, 
contro l'ipotesi. 

Pertanto esistono numeri y della 1.* o della 2.* 
classe, per cui A^y^ è nullo. Fra questi ve ne sR^'k 
necessariamente uno minimo (art. 65). 
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72. Se A è un aggregato qualunque^ A^ è o 
non è numerabile secondochè A^^"^ ò o non è nullo. 

Se A' è numerabile, esiste (art. 71) un numero 
Y della 1.* o della 2.* classe per cui A^y^==0, Ne 
segue ^^■^)= 0. 

Supponiamo ora A^ non numerabile. Se, per fis' 
sare le idee, imaginiamo A contenuto in un seg- 
mento finito, con un ragionartiento già usato (art. 69) 
verremo a concludere, che esiste un punto p del seg- 
mento, ogni intorno del quale contiene un aggre- 
gato non numerabile di elementi di A. Detto B 
l'aggregato contenuto neir intorno e di^, B^"^ non 
sarà nullo (anzi non sarà numerabile, v. art. 70) 
per alcun numero a della 1.* o della 2.* classe; 
e, poiché fi^"^ è contenuto in A^"\ Tintorno « con- 
terrà punti di A^"\ Ne segue che p è punto limite 
di A^"\ ossia fa parte di A^'^-^^\ e quindi (art. 68) 
di A^"^ qualunque sia a; onde, per la definizione 
di A^*^\ esso appartiene ad ^(^). Dunque A^^^ 
non è nullo. 

73. Se A è un aggregato qualunque^ A^^^ è 
perfetto, * 

Imaginiamo A contenuto in un segmento ah, e 
cominciamo col dimostrare che A^^^ non può con- 
stare d'un unico punto p di questo segmento. Sup- 
posto A^^^=p, si divida ap per metà in a^, 
poi «1 p per metà in «2^ ecc. Dicendo Bn la parfce 
di A' contenuta nel segmento 'an-i an (dove si sup- 



* Qaeeto teorema comprende anche il caso particolare 

in cui, A' essendo namorabile, A'""^ è nullo (art. 72) ; p^ìac- 
«"bè un aggregato nullo è perfetto, essendo identico al suo 
derivato, che è pure nullo. 

Vi VANTI. 4 
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pone Oq = a), siccome Bn ^^^^ la parte di A^^^^ , ed 
A^^^ consta dell'uaico punto p, il quale non ap- 
partiene al segmento a»— i a» , sarà Bn ^^^ = 0, e 
Bn sarà numerabile (art. 72); ma l'insieme dei 
segmenti an-i an è numerabile, quindi (art. 24) lo 
sarà pure la parte di A^ contenuta in ap. Ana- 
logamente si dimostra che lo è la parte di A' con- 
tenuta in pb, sicché (art. 23) A è numerabile, e 
^(•^^ è nullo (art. 72) contro l'ipotesi. 

Dopo ciò, tenuto conto che A^^^^ è chiuso (ar- 
ticolo 68), per stabilire il teorema basterà dimo- 
strare che esso è concentrato, ossia che ogni suo 
punto è un suo punto limite. Sìa q un punto di 
^^■^-) che non sia un suo punto limite; potrà as- 
segnarsi un intorno s di g non contenente, oltre q 
stesso, alcun altro punto di A^^'^ . Se C è la parte 
di A contenuta in e, G^^^^ sarà la parte di A^^"^ 
contenuta in e, cioè si ridurrà al solo punto g, il 
che fu dimostrato impossibile. 

74. Se A è un aggregato qualunque^ Vaggre- 
gato R = A — A^^^"^ è numerabile. 

Poiché J.(^^^ é perfetto (art. 73), ed R non ha 
punti comuni con esso, nessun punto di R potrà 
essere punto limite di A^^\ cioè per ogni punto 
di R potrà determinarsi un intorno del punto stesso 
non contenente alcun punto di A^^^\ La parte 
dell'intervallo a è, in cui s'imagina contenuto A, 
ricoperta (una, più od infinite volte) da quegli in- 
torni, consterà d' un insieme, finito o numerabile 
(art. 38), d' intervalli parziali tra loro separati. De- 
notiamo questi intervalli con Sj, £21 • • • » ® I0 parti 
di R in essi rispettivamente contenute con J?i, R^^,,, 
Poiché R è compreso in A\ Ri^^) , e quindi eia- 
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scuno degli Rn ^^^ , sarà compreso in A^^^ ; ma e» 
non racchiude alcun punto di A^^^ , quindi Bn ^-^^ = 0, 
ed Rn (art. 72), e per conseguenza (art. 24) i?, è 
numerabile. 

75. Se A' non è numerabile^ esiste un primo 
numero a della prima o della seconda classe tale 
che A^^"^ è perfetto. 

Riprendiamo l'eguaglianza (art. 71): 

A'= ^ (^(r)-^(/+i))-i-^(-^-), 

e confrontiamola coli' altra (art. 74): 

A = R + A^^'-). 

Ne deduciamo (v. nota all'art. 44): 
R= ^ (A^r)-A^rW). 

Se nessuno degli aggregati A^y"^ fosse perfetto, 
nessuno degli aggregati (^^y)— J.^y+^)) sarebbe 
nullo, e, poiché l'insieme dei termini della somma 
non è numerabile (art. 63), non lo sarebbe nep- 
pure i?, mentre si sa che R è numerabile (arti- 
colo 74). Quindi esistono numeri y per cui A^y"^ è 
perfetto; e fra questi ye n'ha uno minimo (art. 65). 

76. Dai teoremi degli articoli 71, 74, 75, te- 
nuto conto di quello dell'art. 44, si hanno i se- 
guenti: • 

Se A è un aggregato chiuso numerabile^ esiste 
un primo numero a della prima o della seconda 
classe tale che ^^'^)=0. 

Se A è un aggregato chiuso non numerabile^ 
esiste un primo numero * della prima o della se- 
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conda classe tale che A^""^ è perfetto^ e V aggregati 
R = A — A^"^ è numerahile, 

E come corollario: 

Un aggregato chiuso A può sempre scomporsi 
in due aggregati parziali R, S: 

A = R V S, 

di cui Vuno R numerabile^ V altro S perfetto. L'ag- 
gregato S è nullo sempre e soltanto se A è nitme- 
rabile. 

77. Se A è un aggregato perfetto di punti 
d^ una retta, il quale non è denso in alcun inter- 
vallo^ può costruirsi un aggregato numerabile e 
concentrato avente A per derivato primo. 

Possiamo supporre A contenuto in un certo in- 
tervallo finito ^, rinsieme dei cui punti designeremo 
con i. Scrivendo : 

A-\-B = I, 

B denoterà T insieme dei punti dell* intervallo '^ 
che non appartengono all'aggregato A. Poiché per- 
tanto A non ha alcun punto limite che non ap- 
partenga ad A stesso, per ogni punto di B si po- 
trà determinare un intorno del punto medesimo 
non contenente alcun elemento di A, La parto 
dell'intervallo 3 ricoperta (una, più od infinite 
volte) dall'insieme di tali intorni sarà costituita 
da un aggregato, necessariamente numerabile (arti- 
colo 38), d'intervalli parziali separati. Diciamo P 
l'insieme degli estremi di sinistra, Q quello degli 
estremi di destra di questi intervalli, e poniamo: 

C=P VQ. 
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L'aggregato C, formato dalla riunione di due 
aggregati numerabili P, Q^ è numerabile (art. 23). 

Inoltre esso è concentrato. Sia infatti e un suo 
punto qualunque, y un intorno qualunque di que- 
sto. L'intorno y conterrà certamente punti di J, 
j^iacchè altrimenti e non sarebbe un estremo d'uno 
degli intervalli considerati; ma, non essendo A 
denso in alcuna parte di o, y dovrà contenere an- 
che punti non appartenenti ad A» Ne segue che 
entro y stanno di necessità punti di P e punti di 
(?, ossia punti di C, e quindi che ogni punto di G 
è punto limite di G stesso, sicché G è concentrato. 

Si consideri ora un punto di C"; in ogni suo in- 
torno vi saranno punti di C, e quindi, per ciò che 
si disse poc'anzi, punti di A^ sicché i punti di C 
sono punti limiti di A^ e però — essendo A per- 
fetto — appartengono ad A stesso. Reciprocamente, 
non essendo A denso in alcuna parte di 5, in ogni 
intorno d'un suo punto qualunque giaceranno 
punti di P, e quindi punti di (7, sicché ogni punto 
di A appartiene a C. 

Ne segue A=^G\ e l'aggregato G soddisfa a 
tutte le condizioni del teorema. 

78. Ogni aggregato perfetto lineare (cioè com- 
posto di punti d'una retta) ha la potenia del con- 
tinuo. 

Sia A un aggregato perfetto di punti d'un seg- 
mento 0. Se esso è denso in una parte s oi 8 (od 
anche in tutto 8), esso conterrà tutti i punti di e ; 
infatti tutti questi punti sono suoi punti limiti, e 
quindi, essendo A perfetto, devono appartenere ad 
esso. La potenza di A sarà dunque (art. 22) ^ di 
quella dell'insieme dei punti di s; ma questa (ar- 
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ticolo 32) è eguale a quella dell' iusieme dei punti 
di 5, la quale, a sua volta (art. 22), è ^ di quella 
di A. Ne segue che A ha la potenza del continuo. 
Supponiamo ora che A non sìa denso in alcuna 
parte di S. Potrà costruirsi (art. 77) uu aggregato 
C numerabile e concentrato avente per derivato 
A; non potendo C essere chiuso (art. 40), A con- 
terrà altri punti oltre quelli di C, e potrà scri- 
versi : 

dove l'aggregato D non è certamente nullo. Di- 
ciamo 7 l'insieme degli intervalli, di cui gli estremi 
sono i punti di C. 

Fra due qualunque di tali intervalli sono com- 
presi altri intervalli dell'insieme /; infatti, se ciò 
non fosse, in qualunque parte del tratto compreso 
fra i due intervalli considerati giacerebbero punti 
di A^ e però A sarebbe denso in quel tratto, ciò 
che è escluso. Disponiamo ora gli intervalli del- 
l'insieme / in ordine di grandezza decrescente 
(ofr. art. 38): 

7 -^ (^l> -2i • • •) ì 

e sopra uri segmento qualunque «^ prendiamo un 
aggregato di punti: 

L = (?i, I2, . • .) ? 

numerabile, denso in tutto il segmento cr e non 
contenente gli estremi di esso. Noi potremo sta- 
bilire fra gli elementi dei due aggregati 7, L una 
corrispondenza biunivoca completa e tale che, se 
un intervallo £ si trova alla destra di un altro nel 
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segmento S, il punto corrispondente al primo si 
trovi alla destra del punto corrispondente al se- 
condo nel segmento <j. A tal uopo si faccia anzi- 
tutto corrispondere all'intervallo s^ il punto ?i, che 
diremo anche pi. In L esistono certamente punti 
che si trovano rispetto ad /j nella stessa posizione 
relativa in cui si trova sg rispetto ad «i; sia Z/-, 
quello tra essi che ha indice minimo, designiamolo 
con p2 e consideriamolo come omologo ad £2- Così 
proseguendo, si vede che a ciascun segmento e» 
corrisponde uno ed un solo punto In ossia pi, E 
facile vedere che dalla corrispondenza non resta 
escluso alcun punto l. Siansi infatti determinati i 
punti Pi, P2'>' * ' ì Ps >, e sia h il punto d'indice mi- 
nimo fra i rimanenti punti l. Nell'insieme I esi- 
stono certamente intervalli che si trovano rispetto 
ad £1, ^2^ • • • > ^s nella stessa posizione relativa in 
cui si trova It rispetto a Pi, P21 • • • 1 Ps ; quello tra 
essi che ha indice minimo avrà evidentemente per 
omologo in L il punto It. 

Indichiamo con «/l'insieme dei punti del seg" 
mento a, e definiamo l'insieme M mediante la re' 
lazione: 

Sia m un punto di M» Preso un suo intorno a 
sinistra, in questo giaceranno certamente punti 
dell' aggregato : 

L = Pij Z?2i . . . ; 

sia ^7/, quello tra essi che ha l'indice minimo. 
Prendiamo un nuovo intorno a sinistra di w, di 
lunghezza non njaggiore di metà del precedente, 
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e non contenente pA„ e sia pn^ quello tra i punti p 
in esso compresi che ha ìndice minimo ; e così via. 
I punti ph^^ phi^ . . . formeranno una successione ad 
indici crescenti, procedente da sinistra a destra» e 
avente per limite m. Pure da sinistra a destri 
procederanno gli intervalli omologhi e//,, e/i^, . . . , e 
quindi — essendo decrescente la loro grandezza 
perchè gl'indici crescono — essisi avvicineranno 
indefinitamente ad un certo punto w, il quale appar- 
terrà ad A^ perchè in ogoi suo intorno stanno 
punti di C, e quindi di ui. Può dimostrarsi però 
che esso non appartiene a C, Infatti, se esso fosse 
un estremo (necessariamente di sinistra) d'un in- 
tervallo Ve, il punto pk corrispondente ad ^k in ^ 
dovrehbe trovarsi a destra di tutti ì punti p*,, ph„..., 
e non potendo esso coincidere con m, perchè que- 
sto non appartiene ad L, dovrebbe stare a destni 
di m. Detto pertanto ps uno qualunque dei punti 
p compresi fra m e pk^ ^s dovrebbe essere a destra 
di tutti gli intervalli £/?„ e/t^, . . . , e a sinistra di 
£/.. , ossia a sinistra del punto w; ma ciò è impos- 
sibile, perchè, preso un intorno a sinistra di n di 
ampiezza minore di es , in esso stanno certamente 
intervalli e/i,. Dunque il punto n appartiene al- 
l' aggregato I), 

Tenendo fisso il punto m e prendendo in modo 
diverso la successione phi, ph^^..»^ si otterrà una 
successione £//„ £;/„ ... di intervalli diversi da quelh 
di prima. Il limite n però non muterà; giacche 
ogni intervallo £ che sta alla destra di tutti quelli 
della prima successione deve stare del pari alla 
destra di tutti quelli della seconda, e viceversa. 
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Si possono invertire le considerazioni precedenti, 
partendo da un punto n di D per giungere ad uno 
in di M. 

Con ciò si è stabilita una corrispondenza biu- 
nivoca completa fra gli aggregati D ed M; sicché 
si ha: 

D'altra parte, essondo C ed L numerabili, A 
(art. 40) e J (art. 30) non numerabili, si ha (ar- 
ticolo 26): 

Ne segue: 

A'-'J-T. 

79. Ogni aggregato lineare chiuso^ o è nume- 
rabile^ ha la potenza del continuo. * 

Si è trovato per un aggregato chiuso qualunque 
(art. 76): 

A = R + S, 

dove R è numerabile ed S è perfetto. Se S è 
nullo, si ha: 

A = R-N','' 

se 5 è perfetto, si ha (art. 26): 

-4 ~ /S ~ jT. 



* CA.NTOR ha aiTermato ripetutamente che questo teorema 
BUBsieto per tutti gli aggregati lineari, ma una dimostra- 
zione rigorosa di ciò non fu ancora data. Quella di P. Tan- 
SERY {Note sur la théorie des ensemòles, Bull, de la Sociétó 
inath. de Franco, T. XII, 1884, pag. 90-96) è imperfetta. 
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80. Ogni aggregato perfetto di punti posti in 
uno spazio ad un numero qualunque n di dimen- 
sioni ha la potenza del continuo. 

Supporremo per semplicità n = 2; e imagineremo 
di piùi punti dell'aggregato perfetto A posti entro 
il quadrato avente per due lati contigui i segmenti 

01 di due assi coordinati ortogonali. Diremo: 

B l'insieme dei punti del quadrato, 

Bi l'insieme dei punti di B aventi ambe le 
coordinate irrazionali, 

B2 l'insieme dei punti di B aventi una sola 
coordinata irrazionale, 

B3 l'insieme dei punti di B aventi ambe le 
coordinate razionali, 

Ai^ ^2» ^3 1® parti di A contenute rispetti- 
vamente in J5i, J?2i ^3- 
Inoltre, fissata sopra ^una retta qualunque una 

origine, e preso su di essa il segmento 01, diremo: 
C l'insieme dei punti del segmento, 
Ci l'insieme dei punti di C aventi ascissa ir- 
razionale, 

C2 l'insieme dei punti di C aventi ascissa ra- 
zionale. 

Fra i punti ct di Ci e quelli bu^.t^ di By può 
stabilirsi una corrispondenza 'biunivoca completa 
come all'art. 36. Diciamo E l'insieme dei punti 
di Ci omologhi a quelli di ^j, Ei l'insieme dei 
punti di E^ che appartengono a Cj, Ey l'insieme 
di quelli che appartengono a C2, sicché: 

J^'=^Ei + E.^. 
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Sia Cr uri punto di Ei, e poniamo, colla nota- 
zione dell'art. 36: 

poiché esso è punto limite di E, per ciascun va- 
lore di A da 1 in avanti potrà trovarsi in E un 
punto Ci tale che i primi 2 k termini dello svi- 
luppo: 

t = (a^, «2 , . . .) 

coincidano con quelli di r; tali punti formeranno 
una successione avente per limite Cr. I punti omo- 
loghi in Bi formano una successione tale, che i 
primi k termini dello sviluppo in frazione conti- 
nua delle coordinate del punto Z;-esimo della suc- 
cessione coincidono con quelli di tutti i successivi. 
Xe segue che anche tale successione ammette un 
limite, il quale è un punto &s„sa ^ coordinate irra- 
zionali, e quindi appartiene a Bi. Di più, siccome, 
i punti della successione di cui bs^.s^ è il limite, come 
omologhi di punti dell'aggregato jE, appartengono 
ad Ai^ e quindi ad A^ e siccome questo è perfetto, 
il punto èg„8j apparterrà ad A^ e, per essere le sue 
coordinate irrazionali, ad Ai] ed il suo omologo Cy 
in Oi apparterrà ad E, Dunque ogni punto di Ei 
appartiene ad E^ o, in altri termini, tutti i punti 
di E' che non appartengono ad E hanno ascissa 
razionale; ne segue (colla notazione stabilita nel- 
Fart. 42) che l'aggregato: 

E'- D{E,E') 

è numerabile o finito (art. 22, 27). D'altra parte 
l'aggregato: 

E-D{E, E'), 
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essendo isolato, è numerabile o finito (art. 41). Ne 
segue : 

E' — D {E, E') ^E-D {E, E% 

e quindi: 

E' ~ E. 

Ma E\ (art. 7) essendo un aggregato chiuso. 
è numerabile o ha la potenza del continuo (ar- 
ticolo 79) ; quindi lo stesso potrà dirsi di JS?, e pa- 
rimenti di Al che è equivalente ad E> 

Consideriamo ora la parte F di A<^ posta sopra 
la retta x = y, dove t? è un numero razionale com- 
preso fra ed 1. I punti di F avranno ordinata 
irrazionale; e, se un punto di F' ha ordinata ir- 
razionale, esso, per essere A perfetto, dovrà far 
parte di A^ e quindi di F. Ne segue, come poc'anzi, 
che: 

F'-D (F, F') 

consta di punti ad ordinata razionale, e quindi e 
numerabile; e se ne conclude, collo stesso ragio- 
namento di prima, che F o è numerabile o ha 1« 
potenza del continuo. E poiché a ciascun valore 
razionale dell'ascissa o dell'ordinata corrisponde 
un aggregato come F, e la riunione di tali ag^^'re- 
gati forma Az^ può concludersi (art. 24, 37) chi 
A2^ è numerabile, o ha la potenza del continua 

Infine A^ (art. 33) è numerabile. 

Dunque A^ o è numerabile, o ha la potenza àé 
continuo. 
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Ma A, essendo perfetto, non può essere nume- 
rabile (art. 40); quindi esso ha la potenza del 
continuo. 

81. Di qui può dedursi come prima che: 

Ogni aggregato chiuso di punti posti in uno 
pazio ad un numero qualunque di dimensioni, o 

numerabile, o ha la potenza del continuo. 



i 



PARTE SECONDA. 

TEORIA GENERALE DELLE FUNZIONI ANALITICHE. 



Funzioni dei punti d'un campo. 

82. Se a ciascun punto d'un campo ad un nu- 
mero qualunque di dimensioni si assegna come 
corrispondente un unico valore, reale o complesso, 
si dice che l'insieme di questi valori costituisce 
una funzione dei punti del campo. Si dice che la 
funzione è reale^ se tutti i valori di cui consta 
sono reali. 

Noi cercheremo di estendere alle funzioni dei 
punti d'un campo ^alcune definizioni e proprietà 
relative alle funzioni ordinarie, riferendoci per lo 
più ad un campo a due dimensioni. *^ 

83. Dicesi limite superiore (inferiore) d'una 
funzione reale dei punti d'un campo un numero 



* Opere da consultarsi: Bianchi 12, Bièrmann 13, 14, rv> 
BEL 16, 17; FoRSYTH 54, Harkness e MoRLEY 73, Heb^iite 
74, Petersen 189, Pincherle 151, 153, Puzyna 177, Tjlv 
NERY e MoLK 194,^Thomae 198. — V. anche : Hurwitz Si!. 

** Per map:giori particolari v. il mio Corso di calcolo iV- 
finifesimale già citato. 



Teoria generale delle funzioni analitiche. 63 

tale, che nessaa valore della funzione è maggiore 
(minore) di esso, ma che, presa ad arbitrio una 
quantità positiva (t, esistono valori della funzione 
che differiscono da esso per meno di ff. 

11 limite superiore (inferiore) esiste sempre, ed 
è unico. 

Il limite superiore (inferiore) si dice anche mas- 
Simo (miniino)y quando esso è uno dei valori che 
prende la funzione. 

Se si ha una funzione, reale o no, dei punti di 
iin campo, e, presi due punti qualunque di esso, 
ìi fa la differenza dei valori corrispondenti della 
Tunzione, T insieme dei valori assoluti delle quan- 
tità cosi ottenute ammette un limite superiore, che 
licesi oscillazione della funzione in quel campo. 

Per una funzione reale l'oscillazione è eguale 
illa differenza tra il suo linflite superiore e il suo 
imite inferiore. 

Se L è il limite superiore, l il limite inferiore 
V una funzione reale dei punti d^un campo^ esiste 
tei campo almeno un punto tale che in ogni suo 
ritorno il limite superiore della funzione è L, ed 
in altro punto tale che in ogni suo intorno il li- 
nite inferiore è L 

84. Una funzione f{x) dei punti x d'un campo 
licesi continua in un punto e, se, presa comunque 
ma quantità positiva c^, può trovarsi un intorno 
li e per tutti i punti x del quale sia: 

A questa definizione è equivalente l'altra: 
Una funzione reale dicesi continua in un punto 
*) se, presa comunque la quantità positiva <7, può 
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trovarsi un intorno di e nel quale l'oscillazione sia 
minore di <r. 

Per le funzioni continue dei punti d'un campo 
possono dimostrarsi i seguenti teoremi: 

I moduli dei valori d'una funzione contiìiwi 
costituiscono una funzione continua (reale). 

Se una funzione è continua in tutto un campo, 
presa una quantità positiva qualunque <i, può tro- 
varsi una certa quantità r tale, che Voscillaziom 
della funzione in ogni cerchio di raggio r conte- 
nuto nel campo s^a minore di cr (teorema della 
continuità uniforme). 

Se una funzione reale è continua in tutto un 
campo, ed L, l sono i suoi limiti superiore ed in- 
feriore, esiste almeno un punto in cui essa prend* 
il valore L, ed un altro in cui essa prende il va- 
lore l. — Più brevehieute: Una funzione reaU 
continua in un campo ammette in esso un massim. 
ed un minimo. 

Una funziofie reale continua in un campo as- 
sume in esso qualunque valore compreso fra il sw 
massimo ed il suo minimo. 

La somma ed il prodotto di più funzioni conti' 
71 uè in un punto sono funzioni continue in que> 
punto, 

II quoziente di due funzioni continue in uu 
punto, delle quali la funzione divisore non è nullo 
in quel punto, è una funzione continua nel punh 
stesso. 

Se ima serie di funzioni continue in un punh 
è equiconvergente in un intorno di esso, la somìiw 
della serie è una funzione continua in quel puniv. 
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Serie di potenze. 

85. Abbandonando ora Io studio delle fun- 
zioni più generali dei punti d'un campo, noi co- 
minceremo ad attribuire ai punti del piano un si- 
gnificato aritmetico, e ci occuperemo di quelle 
funzioni, il cui valore in un punto si ottiene ese- 
guendo operazioni aritmetiche sul valore rappre- 
sentato dal punto stesso. Le funzioni di questa 
natura possono dirsi espressioni aritmetiche. Noi 
considereremo d'ora innanzi il piano come l'ima- 
gine dell'insieme di tutti i numeri complessi. 

Le più semplici espressioni aritmetiche sono 
quelle ottenute combinando la variabile complessa 
X rappresentata dai punti del piano con altri va- 
lori numerici costanti, reali o complessi, mediante 
addizione, sottrazione e moltiplicazione. Tali espres- 
sioni hanno il nome di polinomi^ e il loro studio 
è di spettanza dell'Algebra elementare. 

La più ovvia generalizzazione dei polinomi si 
ottiene supponendo che in un polinomio ordinato 
secondo le potenze crescenti della variabile il nu- 
mero dei termini cresca oltre ogni limite. Si ha 
così una serie, i cui termini contengono potenze 
intere, positive e crescenti della variabile, o, come 
si dice più brevemente, una serie di potenze* 

86. Abbiasi la serie di potenze: 

oo 

^ anx^, (1) 

ìizzQ 
ViYAHTI. * 
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e SI poDga: 

\ ah\ = ^hj I a; I = ;. 

Si possono dividere tutti i numeri reali e posi- 
tivi in due classi A^ B^ secondochè essi, posti in 
luogo di l nella serie a termini reali e positivi: 

^2 a/i$^ (2) 

la rendono convergente o divergente. E chiaro 
che, se un numero appartiene alla classe A (o B), 
ogni numero minore (maggiore) di esso appartiene 
alla stessa classe. Esiste quindi un unico numero 
p, non minore di alcuno dei numeri della classe 
A ne maggiore di alcuno di quelli della classe B. 
cioè avente la proprietà, che per ogni J < p la 
serie (2) è convergente, per ogni ? > p essa è di- 
vergente. A quale delle due classi A^ B appar- 
tenga il numero p, se cioè per ; = p la serie (2) 
sia convergente o divergente, non può decidersi 
in generale. 

Alla classe A appartiene in tutti i casi il nu- 
mero 0, giacché per ? = la (2) si riduce al suo 
primo termine. Se essa non contiene alcun altro 
numero, allora p = 0. Può avvenire invece che 
tutti i numeri reali e positivi appartengano alla 
classe A ; allora si suol porre p = e». 

Se, facendo centro nell'origine, si descrive un 
cerchio di raggio p, per tutti i punti interni ad 
esso si ha \ x \ =l<p^ per modo che la serie 
(2) è convergente, e quindi la serie (1) è assola- 
tamente convergente; invece per tutti i puiid 
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esterni | a? | = ; > p, sicché la serie (2) è diver- 
gente, e la (1) non è assolutamente convergente. 
Pei punti della circonferenza non si può dir nulla 
in generale. 

Il numero p dicesi raggio di convergenza, e il 
cerchio di raggio p col centro nell'origine cerchio 
di convergenza della serie (1). 

Esempi: 

1 + i» + ^^ + . . • ha raggio di convergenza 1 ; 
l + l!a; + 2!a;2+... „ „ 0; 



87. Nei. punti esterni al suo cerchio di con- 
vergenza una serie di potenze non è convergente 
neppure semplicemente. 

Supponiamo che, per un valore di x tale che 
I 0? I = 5 > p, la serie sia convergente ; dovrà es- 
sere allora: ♦ 



lim ah x^ = 0, 

A=oo 



e quindi: 



lim Vi l^ = 0. 

h=oo 



Ciò vuol dire che, presa una quantità positiva 
arbitrariamente piccola ff, può trovarsi un numero 
n tale, che per ogni h>n sia: 

^h ;* < cr. 
Se dunque 'i è una quantità compresa fra p e 
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'^^ sftrsi i 



«A >j'* < <5 



(t)'. 



e quindi: 



* r 



h=^n-^l 



00 

onde la serie 2 a^ r^^ sarebbe convergente, men- 

hzdO 

tre, per essere ^q > p, essa è divergente. Dunque 
l'ipotesi fatta non può aver luogo. 

88. Una serie di potenze è equiconvergenU 
in qualunque cerchio avente il centro nelVorigint 
e raggio minore del raggio di convergenza. 

Sia p il raggio di convergenza della serie, p' un 
numero positivo qualunque minore di p. Poiché 

00 

per ; = p' la serie ^ ^-h V^ è convergente, presa 

7t=0 

una quantità positiva <i ad arbitrio, potrà deter- 
minarsi un numero n tale che sia: 

~ ^h p'^ < e. 
;ì=m+i 

Ne segue per ogni S=^p': 

OO 00 
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5 quindi per ogni punto x del cerchio di raggio 
' col centro nell'origine (il contorno incluso): 



00 



- ah X'* \ < ff, 



jiò che prova 1* asserto. 

89. Osservando che, pei teoremi dell'art. 84, 
v^ è funzione continua di a?, si ha, in virtii d'un 
;eorema dello stesso articolo: 

Una serie di potenze è una funzione continua 
n ogni cerchio col centro nell'origine di raggio 
ninore del suo raggio di convergenza. 

Ora, se si ha un campo qualunque interno al 
jerchio di convergenza (cioè di cui tutti i punti, 
3ompreso il contorno, appartengano al cerchio di 
3onvergenza ma non al contorno di esso), può sem- 
pre tracciarsi un cerchio, avente il centro nell'o- 
rigine e raggio minore del raggio di convergenza, 
3he lo contenga completamente. Ne segue pertanto : 

Una serie di potenze è una funzione continua 
in qualunque campo interno al suo cerchio di 
zonvergenza. pili brevemente: Una serie dipo- 
lenze è una funzione continua nell'interno del suo 
cerchio di convergenza. 

90. Il raggio di convergenza d'una serie di 
potenze è evidentemente funzione dei coefficienti 
di essa; ma lo studio di tale funzione presenta 
gravissime difficoltà, ed è ancora quasi tutto da 
farsi. 

Una relazione notevole tra i coefficienti d' una 
serie dì potenze e il suo raggio di convergenza 
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è data dal teorema seguente : * 

00 

Se 2 ahx^ è una serie di potenze, e «;* =\ah . 

l^ elemento massimo '^'^ X dell'insieme derivato del- 
V insieme di valori reali e positivi: , 

è il valor reciproco del raggio di convergenza 
della serie. 

Il numero X può anche definirsi come Velemenh 
di separazione tra i numeri tali che nelV insiemi 
(l) esistono infiniti elementi maggiori di essi e 
quelli non aventi tale proprietà. 

Prendiamo un valore ?<y; sarà "r>^j e, in- 
dicando con {A un numero compreso tra — e ', 

potrà scriversi: 



dove 0<6<1. Per ia definizione di X, esisterà 
solo un numero finito d'elementi dell'insieme {U 



* Hadamard 64, 67. — Pringshéim {Encyklop, d. matk, 
Wissenschaften, T. I, Leipzig, 1898, pag. 81) OBserya, cheij 
teorema era già stato prima scoperto da Cauchy, e che [XN 
era andato in dimenticanza, sicchò ora porta il nome di 
Hadamard. 

** Si noti che an aggregato chiuso di numeri reali air 
mette sempre un elemento massimo ed un elemento mini 
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maggiori di i^; detto n il più grande fra gli in- 
dici di tali elementi, per ogni A>w si avrà: 



A 







da cui: 

^h V" < «'' , 

e sommando: 

00 00 0«4"1 

2 a/,;^< ^ 0'* = 



Ne segue che pel valore considerato di l la se- 
co 

rie 2 y-hV^ h convergente. 

Prendiamo ora ? > -^, ossia ^ < X. Vi saranno 



nell'insieme (1) infiniti elementi maggiori di -r , 
cioè si avrà, per infiniti valori di h: 



"9 

da cui: 

aA$*>l. 

Ne segue che pel valore considerato la serie 

00 

2 ^hV^ h divergente. 

=0 

Dunque -y ^ ^'^ raggio di convergenza della se- 
lie proposta. 



00 
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91. Dal teorema precedente possono trarsi 
molte conseguenze: ne esporremo alcune in questo 
articolo. 

Se^ al crescere indefinitamente di A, tende 

ad un limite determinato \ il valor reciproco di 
questo limite è il raggio di convergenza della 
serie. 

E noto * che» se tende ad un limite, allo 

stesso limite tende \/ a;» . Nel caso considerato Tin- 

sieme derivato dell' insieme dei valori v «a consta 
del solo valore \ e quindi il raggio di conver- 

^ . 1 
gonza e — . 

A 

Se il raggio di convergenza della serie di pò- 

00 oo 

tenze ^ ahx^ è p, e quello della serie ^ bhx^^ 

A^O A=0 

00 

è p', quello della serie 2 ahhhx^ è ^^ p'. ** 

A=0 

Poniamo | a^ | = a^ , I Ja | = Pa . Preso un nu- 
mero qualunque [^''> — 7, scomponiamolo in due 

PP 

fattori [A {x' tali che sia w- > — , {^' > t? ciò che 

p P 

può farsi in infiniti modi. Si potranno poi deter- 



* Y. p. es. Cesàro, Corso di analisi algebrica^ Torino, 
1894, pag. 100* 

** IIadamard 70, 71, 72. — Y. anche Jensen 83, Meyek 
109. 
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minare (art. 90) due numeri n, w' tali, che per 

ogni h>n sia \] ^h <^ e per ogni h>n' sia 

\/ Ph < fJ^'; indicando allora con w" un numero non 
minore di alcuno dei due numeri n, n\ per ogni 

h > n" sarà v ** P* < l^ H^' == H-". Ne segue, indi- 
cando con p" il raggio di convergenza della serie 

oo 1 

2 ahhhx^^ che deV essere {a"^— ogniqual- 
/i=o p 

volta «■"> — ;, e quindi — ^—-77, ossia p''^pp'. 

PP PP P 

92. Esponiamo qui, per ragione di analogia, 

il teorema seguente: 

00 

Se il raggio di convergenza della serie ^ ah Xh 

00 
è p^ e quello della serie 2 bhx^ è p', quello della 

00 
serie ^ {ah + bh) x^ è eguale al più piccolo dei 

numeri p, p', se essi sono diversi^ è eguale invece 
ALMENO al loro valore comune^ se essi sono eguali. 

Infatti, supposto p > p', per | a; | < p' le due serie 
sono convergenti quindi lo è anche la terza, in- 
vece per p > I a? I > p' la prima serie è conver- 
gente e la seconda non lo è, sicché non lo è nep- 
pure la terza; ciò che prova che il raggio di con- 
vergenza della terza serie è precisamente p'. 

Al contrario, se p = p', per \ x \ <p la terza 
serie è convergente, ma del suo modo di compor- 
tarsi per I a? I > p nulla può dirsi in generale; sic- 
tó si può soltanto asserire che il suo raggio di 
i^ìivergenza non è minore di p. 



ì 
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93. La questione della dipendenza del raggio 
di convergenza dai coefficienti può considerarsi 
sotto un altro punto di vista. Supposto cioè i coef- 
ficienti funzioni di natura determinata d'una nuova 
variabile y, si può studiare il raggio di conver- 
genza p come funzione di y. Ma, anche in questo 
indirizzo, pochi sono i risultati finora ottenuti. * 
Essi mostrano però che, anche nel caso più sem- 
plice in cui i coefficienti sono funzioni razionali 
intere di 2/, P è in generale una funzione discon- 
tinua di y. 

P. es. può costruirsi una serie di potenze, i cui 
coefficienti sieno polinomi in i/, e il cui raggio di 
convergenza abbia un certo valore R per tutti i 
valori di y^ tranne un numero finito n di valori 

Vv y2ì "i "iVn pei quali esso ha un altro valore 

00 

J5' > R, Infatti, se le serie di potenze 2 ahx^ , 

A=o 

2: b?ix^ hanno rispettivamente i raggi di con- 

vergenza 2?, R\ e se si pone: 

(y -Vi) (y — 2/2) . • • (y — 2/« ) = ? iy\ 

la serie : 

^ [bh -^ ah ^ iy)] x^ 

h=0 

ha (art. 92) la proprietà voluta. 
Più generalmente, se: 

It = f{y\ R'=g{y) 



* PlNCUERLE 157, VlVANTI 211, 212. 



di 
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SODO i raggi di convergenza delle serie: 

00 00 

ft=0 h=Q 



la serie: 



00 

2 [^h (y) + ah (y) ? {y)] '^' 



ha raggio di convergenza f{y) per tutti i valori 
y per cui f{y)<g{y) e cp(2^)=|=0, raggio di con- 
vergenza g iy) per tutti gli altri. 

Può invece dimostrarsi il teorema seguente: 
Se i coefficienti d^una serie di potenze: 

oo 

2 ah{y)x^^ 

sono polinomi di grado non superiore ad un certo 
numero p, e se per p + 1 valori y^^ yi^-'-^yp di y 
la serie ha raggio di convergenza maggiore o 
eguale ad un certo numero iJ, la stessa cosa ha 
luogo per tutti gli altri valori di y. 
Poniamo : 

(^h iy) = cho + Chi y + Ch'i y^ + .. . + chp y^ , 
! 1 2/0 2/0^ .. . 2/0^ 

1 y\ y\^ ' ' ' yf _ jy 



, 1 yp yp'^ ' ' ' yp^ . 



\ 



•e denotiamo con Dik i complementi algebrici degli 
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elementi del determinante 2). Poiché per ipotesi 
le serie: 

00 

2 ah{yi)x^ (» = 0, 1, ... ,p) 

hanno raggio di convergenza ^ fi, lo stesso ayrà 
luogo (art. 92) per le serie: 

00 

^ [Dih ah it/o) + D2k ah {yi) + . . . + 

Dp-\.i_jc ah {yp)] x^ (Ar = 1, 2, . . . ,p + 1), 
ossia : 

00 

D 2 Ch^k-ix^ (A = l, 2, . ..,p 4- 1), 

e quindi (lasciando da parte il fattore D) anche 
(art. 92) per la serie: 

00 

^ {cho + Ch\y + .,*+chpy^)x^ , 
ossia : 

00 

2 ah(y)x^, 

h=0 

dove y può avere valore qualunque. 

Per altri teoremi congeneri possono consultarsi 
i lavori citati nell'ultima nota. 

94. Data una serie di potenze^ può trovarsi 
un intorno dell' origine in nessun punto del quale^ 
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tranne tutif al più V origine stessa^ la serie ha va- 
lore zero* * 

00 

Sia 2 aA;r^= P(x) la serie di potenze consi- 

derata, e supponiamo dapprima a© =F 0. Poiché 
f(x) è funzione continua nell' interno del suo cer- 
chio di convergenza (art. 89), potrà determinarsi 
un intorno dell'origine in tutti i punti x del quale 
sia: 

\Pix)-P(0)\<\ao\i 

ma P (0) = ao, quindi sarà in tutti i punti di quel- 
la intorno P(a;)=!=0. 

Sia invece «o = 0, e supponiamo inoltre, per ge- 
neralità: 

tij = «2 = . . . = «r-l = 0, rtr =1=0. 

Si avrà: 

oo oo 

P{x)= 2 ahx^ = x^ 2 ar+hx^. 
;»=o ft=o 

Ora, per ciò che si è detto, può trovarsi un in- 

oo 

torno dell'origine in cui 2 ar+hx^ non è mai 

zero; in quest'intorno P{x) si annullerà soltanto 
nell'origine. 

95. Il teorema precedente può anche enun* 
ciarsi cosi: 



* In questo teorema, come in altri che seguiranno, ei 
8 appone tacitamente che il raggio di convergenza non sin 
nullo, senza di che il teorema non avrebbe alcun senso. 
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Se una serie di potenze si -annulla in un ag- 
gregato di punti avente per punto limite V origine^ 
essa è identicamente nulla (cioè sono nulli tutti i 
suoi coefficienti). * 



* Segae dia queeto teorema che: 

oo 
Una serie di potenze P (a?) = 2 ah x^ non può avere va- 

love reale (né puramente imaginario) in tutti i punti d'un 

intorno dell' origine. 

Poniamo a* = òa + i ch , e diamo ad x uu valor reale ; 

dovrà essere: 

oo 

2 Ch 0?* = 0, 
h=0 

donde segue ch = 0, siccliè i coefficienti ah devono essere 
reali. 

Dopo ciò diamo ad x un valore puramente imaginario t-r; 
avremo : 

00 

P {i v)= i ah (i v)^ = 

h-d 

oo oo 

= 2 (— 1)'' asAt'S'» -f- / 2 (— 1)'» rt2A + l t'2A+l. 

Poiché P {i v\ dev' essere reale per ogni v reale e di mo- 
dulo minore di /?, dove p è il raggio dell' intorno considerato, 
dovrà essere per tatti questi valori di v: 

f (--l)*a3A+iv2/»+i = o^ 

h=0 

donde segue, pel teorema del testo: 

a2A+i = (/« = 0, 1, 2, . . .), 

quindi, posto x- = i/: 

oo 

P{x)= 1' «2;. 0:2^ = e (ic^) = e (y)- 

La serie Q (y) dovendo essere reale per ogni y di modulo 
minore di /'^ si troverà, ripetendo il ragionamento prece* j 
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Di qui si hanno 'senza difficoltà i teoremi se- 
guenti : 

Data una serie di potenze^ può trovarsi un in- 
torno delV origine in nessun punto del quale essa 
riprende il valore che ha nelV origine stessa. 

Se una serie di potenze ha lo stesso valore in 
tutti i punti di un aggregato avente per punto li- 
mite r origine, essa si riduce ad una costante (cioè 
tutti i suoi coefficienti sono nulli meno il primo). 

Se due serie di potenze hanno valori tra loro 
eguali (anche se eventualmente diversi da punto 
a punto) in tutti i punti di un aggregato avente 
per punto limite V origine^ le due serie sono iden- 
ticamente eguali (cioè i loro coefficienti omologhi 
sono eguali). 

96. Le proprietà delle serie di potenze di x 
possono estendersi alle serie di potenze di x — c^ 
dove e è un numero finito, purché nei vari teo- 
remi si sostituisca all'origine il punto e. Cosi per 
es. Una serie di potenze di a; — e converge entro 
un cerchio col centro in e; essa non può annul- 
larsi in un insieme di punti avente per punto li- 
mite e senza essere identicamente nulla; e così 
via. 



dente : 

«2(2^ -H> = (/j = 0, 1, 2, . . .). 

Così continuando, si dimostra che devono essere nulli 
i coefficienti i cui indici contengono al massimo la 2», 3», . . . 
potenza di 2; e quindi che tutti i coefficienti, tranne ^o, de- 
T(>no essere nulli, potendosi per ogni dato coefficiente asse- 
gnare la massima potenza di 2 contenuta nel suo indice. 
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Per vedere che cosa avvenga quando invece di 
un punto e a distanza finita si voglia considerare 



00 



il punto all'infinito, facciamo nella serie 2 ahx^^, 

;i=o 

avente il raggio di convergenza p, la trasforma- 

zione ic=-r; essa diviene ^ —77-. e questa se- 
re h=.o x^ 

rie converge per \x\>'^\ posto p'= — . Nel 

P 
caso che si considera si ha dunque una serie di 

potenze di — , la quale converge nella parte del 

X 

piano esterna ad una certa circonferenza col cen- 
tro nell'origine. 



Valor medio e sue applicazioni. 



97. Sia /"(ir) una funzione dei punti d'un campo 
(7, la quale sia continua sopra una circonferenza] 
di raggio p col centro nell'origine. Preso un nu- 
mero qualunque w, si divida la circonferenza ini 
2** parti eguali, a partire dal punto d'incontro di 
essa col semiasse positivo x, I punti di divisionel 
rappresenteranno i valori: 

P, «np, «n^p, ...,«n2'*-lp 

della variabile a?, dove: 






e 



la radice iraaginaria dell'unità d'ordine 2** avei 
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argomento minimo, e indicando con Mn f (p) la me- 
iia dei valori della funzione in quei punti, sarà : 

Dimostreremo che, al tendere di n ad infinito, 
questa espressione tende ad un limite finito e de- 
erminato. 

2rii 

Si ha, posto a„4-p = e^"*^ : 

^^^^m=^j"'li^f«^,9]. (2) 

Facciamo : 

k = 2P.q + ry (3) 

ove ^ ed r denotano il quoziente ed il resto della 
ivisione di k per 2^. Dovendo nella (2) k va- 
are da a 2"+^ — 1, si otterranno tutti i suoi 
ilori dalla (3) facendo variare in essa g da a 
* — 1 ed r da a 2^ — 1, sicché la (2) potrà 

21» 

{riversi, tenuto anche conto che a , = a„ : 

n-\-p 
... 1 V Vy/ 2^^+^ \ 



1 2«~1 2P-1 



li 



y. ^ fl^\ ^' p . 



*I VANTI. 



82 Parte secondr. 

Sottraendo da questa la (1), si ha: 

H«+p/-(p)-M„f(f) = 

Ora, poiché la f(x) è continua, presa « ad a^ 
bitrio, potrà trovarsi ' una quantità S tale che I: 
OBcilIazioDe di f{x) su ogni arco eguale o rainorf 
di 6 eia minore dì ir. Dopo oÌ6, scelto il nuiiiere 

n in modo che l'arco di ampiezza -^ sia minoiv 



di e, ed osservando che l'arco compreso fra i 
punti : 


die 


'l 


« \+,'-' 


. 0:^rie2r-l), 




è di ampiezza |,^<|^, 


ai ha: 






k«..-»- 


M<e)l<-. 




e quindi: 


ii«.+.f(f)-«i.f(p)i<'', 


1 



relazione la quale mostra che, al tendere di » aj 

infinito. Hh/ì?) tende ad un limite determinata 

ìoì designeremo questo limite con M ^(-i' 

l™ M„^(p)=lim[J;-°'£V(<;f)[ 



lorema della contiDuità uniforme delle foniit 
abile reale, il quale, come altri teoremi anal< 
diatamente estenderai alle funzioni dei pantil 
inala nqne. 



nti| 
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e lo diremo valor medio * ài f {x) sulla circonfe- 
renza di raggio p. 

La definizione di valor medio si applica in'par- 
ticolare ad ogni serie di potenze avente raggio di 
convergenza maggiore di p, giacche (art. 89) una 
tale serie è una funzione continua in tutto l'interno 
del suo cerchio di convergenza, e quindi in par- 
ticolare sulla circonferenza di raggio pjconsiderata. 
98. Il modulo del valor medio d^una funzione 
sopra una circonferenza non supera il massimo 
valor assoluto della: funzione sulla circonferenza 
stessa. 

Sia Jf (p) il massimo valor assoluto della fun- 
zione f{x) sopra la circonferenza di raggio p; sarà, 
per qualunque valore di w e di A:: 

\f(\e)\^M{p), 

quindi: 



M. 



1 2'»--l 



da cui, per un noto teorema sui limiti: 

Hf{p)\^M{p). 



* Il valor medio fa introdotto da Pbinqsueim 167, 172, 
174 principalmente allo scopo di stabilire per via elementare 
il teorema di Laurent (v. più innanzi), che fu dedotto in 
origine dalla teoria degli integrali curvilinei. Altre dimo- 
strazioni elementari, ma assai meno semplici di quella di 
pRiKGSHEiBi, erano già state date precedentemente da Mit- 
taq-Leffleb 110, 111, 113 e da Schebffeb 184. 
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99. Si dimostrano assai facilmente i seguenti 
teoremi: 

Il valor medio d^una costante è la costante 
stessa. 

Il valor medio del prodotto d'Anna costante per 
una funzione è il prodotto della costante pel va- 
lor medio della funzione. 

Il valor medio della somma di due o più fun- 
zioni è la somma dei loro valori medi, 

100. Se le infinite funzioni: 

f\ {x\ /o {x), . . . 
sono continue sulla circonferenza di raggio : 

00 

avente il centro nelV origine^ e se ^ fh (x) è equi- 

h=l 

convergente sulla circonferenza stessa^ si ha: 

OO 00 

M 2 /)^(p)= 2 MA(p). 

Presa m in modo che sia su tutta la circonfe- 
renza : 

1 OO 



\R^{x)\ = ^ 2 fh{x) 

I h=:m+l 



<^ 



dove ^ è scelta ad arbitrio, e tenuto conto che, 

00 

per un noto teorema, 2 fk (x) è funzione continua 
sulla circonferenza, si avrà (art. 98, 99): ; 

00 m 

M 2 fh{9)= 2 M A (p) + M -Bm (P), 

tàRn,{p)\ <<r, 
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da cui: 

oo m 00 

M 2 A(p)= lim ^ fHfh{9)= S mfhip). 

h=l m=oo h=l /i=l 

101. Cerchiamo il valor medio d'una potenza 
intera della variabile, cioè facciamo: 

f{x) = 0?'^», 

dove m è un numero intero. Se m è nullo, si ha 
(art. 99): 

Se m^O, si ha: 

Presa n tale che sia 2** > | m |, la somma del se- 
condo membro, per una proprietà nota delle ra- 
dici dell'unità, è nulla, sicché da un certo valore 
di n in avanti ìhn[f^) è nullo; quindi: 

M (p^w) =rz per m ^ 0. 

102. Abbiasi ora una serie di potenze di ìt, 

co 1 °° 

- ahx^ ^ ed una serie di potenze di — , ^ hh a?""^', 
h=o X ;t=i 

3 sia la prima convergente entro un cerchio di 

•aggio Pi, la seconda fuori (art. 96) d'un cerchio 

ii raggio p2, ambi col centro nell'origine. 

Se Pi > p2, la somma : 

00 oo 

• f{x)= 2 ahx^'+ ^ bhx-^' 
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sarà una funzione oontinna entro la corona com- 
presa fra le duo circonferenze, e però il suo valor 
medio su ogni circonferenza di raggio p tale che 
p2 •^ P <^ Fi s*rà finito e determinato. 
Poniamo per tutti i valori positivi di h: 

bh = a-A, 
sicché potremo scrivere: 

00 

h=—oo 

Dopo ciò avremo (art. 100, 101): 

risultato notevole, che ci mostra come il valor 

medio della f{x) sia indipendente da p. 

f(x) 
Anche è una funzione continua nella co- 

rona considerata per qualunque valore positivo o 
negativo di r, e si ha: 

f(A 00 oo 

M^^ = M 2 ah 9^-'= 2 aAMp*-'' = a,. 

P' 7»=r— oo ;»=— 00 

Dunque per ogni valore positivo, nullo o nega- 
tivo di r si ha: 

M -— = «r. 

1 03. Dalla formola trovata e dal teorema del- 
l' art. 98 segue: 

M 



p 
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dove M denota il massimo valore assoluto di /' (x) 
sulla circonferenza di raggio p. 

104. Togliamo ora calcolare il valor medio 
sopra una circonferenza p della funzione: 

X — e' 

dove f{x) è una funzione continua sulla circonfe- 
renza stessa, e e è una quantità di modulo di- 
verso da p. 
Sia dapprima | e | > p. Si ha dall'Algebra, per 

\x I =p: 



X X 1 



r— e e . X 

e 



X l . ^ X ^ (xV \ 






ihe è una serie di potenze avente per raggio di 
3onvergenza | e | e quindi equiconvergente sulla 
ìirconferenza p. Sarà perciò anche equiconvergente 
la serie: 

^(^^_ ~ x^ f jx) 

X — e h=l C^ ' 

5 si avrà (art. 100): 

M P^ = _ ? 1 M [p^fCp)] per | e | > p. (l) 
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Sia ora | e | < p. Si ha per [ rr | = p : 

X 1 . e , ( cV 

X — e , e X \x I 



X 



h=o\xJ 
e quindi come prima: 
M tlM = ? c^M f4-/^(p)l per I e |< p. (21 

p — e 7i=0 l p'* J 

Facendo nelle (1), (2) / (a-) -= 1, si ottiene (ar- 
ticolo 101): 

P ( per I e I >p, 



M 



P — e ( 1 per I e I <p. 



105. Abbiansi infinite serie di potenze posi- 
tive e negative: 

fk{x)= 2 ajchx^' (i=l, 2,...) (Il 

convergenti * entro la corona compresa fra le cir- 
conferenze di raggi Pi e P2<Pi col centro nel- 
r origine; se la seri^: 

Fix)= 2 fnix) (2) 

è equiconvergente su ogni circonferenza col centro 



* Cfr. art. 102. 
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neW origine il cui raggio p sia compreso fra Pi e 
P2f allora: 

a) he somme dei coefficienti omologhi delle 
serie fk{x) sono convergenti; 

h) Posto: 



la serie: 



oo 

2 ajch --= Ah, (3) 

^=1 



Gix)= 2 Ahx>' (4) 

7i=— OO 



è convergente in tutti i punti interni della corona 

ed ha lo stesso valore di F{x) (lemma di Weier- 

Strass). * 

Poiché le funzioni (1) sono (art. 89) continue 

sulla circonferenza di raggio p, e la serio (2) è 

equiconvergente su questa circonferenza, F{x) 

F(x) 
sarà pure una funzione continua, e così — — qua- 

Su 

lunque sia il numero intero h; e però M — ^ sarà 

ma quantità determinata e finita. Ora (art. 100, 
L02): 

^F{9) - „A(P) ~ 

icchè la (3) è convergente. 



* Weierstra-SS 216. Le condizioni del teorema sono 6uf- 
cienti ma non necessarie, come ha mostrato Kunge 181 con 
Q esempio. Le condizioni necessarie e sufl&cienti furono poi 
».bilite da Abzelà 6. 
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Si prenda ora un valore qualunque p'i compreso 
fra p e Pi, ed un altro p'2 compreso fra P2 e p, e 
si denoti con Mi il massimo valore assoluto di 
F{x) sulla circonferenza di raggio Pi', con M^ 
l'analogo per la circonferenza di raggio P2'. Si 
avrà dalla (5) per tutti i valori di h (art. 98), te- 
nuto conto della (3): 



Ah\ = 



M 



FiPi') 



Pi 



f/i 



M, 



Pi 



'A' 



quindi: 



00 



2 Ua I p* 

A=0 



^=o\pi/ Pi -p 



analogamente : 
quindi: 



M 



F(9%) 



P8 



'A 



Pl'- 


> 

P 


Pa'*' 




\* Jl^2 


P^' 



;ì=-i A=1 \ P / p — pg' 

Sommando si ha: 

7.=-oo Pi — P P — P2 



(61 



sicché la serie (4) è assolutamente convergente 
per ogni x di modulo compreso fra pi e p^. 
Poniamo: 



Pi — P P — P2 



i 
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presa <r ad arbitrio, noi potremo, per la equicon- 
vergenza della (2), determinare due numeri w^, n^ 
tali, che sulla circonferenza f^' si abbia: 



00 



G 



per ogni N^ni^ e sulla circonferenza p'2 si abbia 
la stessa relazione per ogni N=tn2. Indicando al- 
lora con n un numero qualunque non minore di 
alcuno dei due numeri w^, n2, e ponendo: 



00 



si avrà per tutti i punti delle due circonferenze 

Pi ) P2 • 



Fn(x)\<^^. 



Dopo ciò, se si ripete il ragionamento sopra espo- 
sto per la funzione Fn W, si giùngerà ad una re- 
lazione come la (6) dove in luogo di Mi, M^ figu- 

(7 

rerà ^rr, e in luogo dei coefficienti Ah vi saranno 
i coefficienti: 



,(n) 



00 



A, = 2 akh. 

'* k=n i-l 



Si avrà cioè: 



\ 



00 
A=— 00 



^ 



(«) 



A^ 



r^ 



or 

2 ' 
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e quindi, a maggior ragione: 



oo 



(") ^h 



2 . A] ' X 



2"' 



per I a; I = p. 

D' altra parte n può prendersi abbastanza grande 
perchè sulla circonferenza p sia: 

\Fnix)\<j; 

ne segue per ogni | a? | = p e per ogni n da un 
certo valore in avanti: 



00 



(») 



F„ (x) - 2 A'"' xf^ 

h=-<x> * 



<". 



(I) 



Ora: 



n 



F{x)= 2: fk[x) + Fnix), 



e: 



00 n 



00 



in) 



G(x)= ^ 2 a/.^.T'^+ 2 <*'a;'S 

^=-00 A:=:l /i=:-oo ^ 



ossia, poiché il primo termine del secondo mem- 
bro è la somma d'un numero finito di serie 



n oo 



oo 



in) 




G(x)^ 2 2: akhx^'+ 2 Arx^^ = 



k==ì h= -oo 
n 



00 



7j=— oo 
in) 



h 



2 fy{x)+ 2 X'^O^S 



A:=l 



A= — 00 



i 
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onde: 



F{x) -G{x) = Fn (x) - ? 4"^ ^^' . 

h=-oo " 

e quindi per la (7), per \ x \ =p: 

\F{x)-G{x)\<<^, 

ossia, essendo ^ arbitrario: 

Fix)=Gix). 

Derivata ed integrale d'una serie di potenze. 

106. Dicesi derivata d'una serie di potenze: 
P{x)= 2 ahx^ 

a serie: 

00 

P'{x)= 2 hahx^-^ 

;tenuta moltiplicando ciascun termine per l'espo- 
mte di X che in esso figura e diminuendo Tespo- 
mte stesso di un'unità. * 
La derivata della derivata dicesi derivata se-* 
vda^ e si denota con P^^ {x)\ e così di seguito. 
Dicesi integrale d'una serie di potenze: 

00 

P(a;)= 2 ahx^' 

h=0 
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la serie: 



/ 



7*=o h + l 



ottenuta aumentando ciascun esponente d'an'unitìi 
e dividendo il termine relativo per l' esponente 
cosi aumentato, ed aggiungendo poi una costantt 
arbitraria. 

La derivata deW integrale d^una serie di po- 
tenze è la ^erie stessa. 

1 07. Una serie di potenze e la sua derivai 
hanno lo stesso raggio di convergenza. 

Sia p il raggio di convergenza della serie: 

00 

P{x)= 2 ahx^. 

p' quello della sua derivata: 

P'{x) = — "? hahx^. 

X h=\ 

E facile dimostrare, coi criteri dati dall'Algebra, 
che le serie: 

00 00 Q^ 



(u{x)= '^ hx^ ^ 'I (x) = 2 



sono convergenti per |a;|<l, divergenti pei 
I a; I > 1, sicché il loro raggio di. convergenza è l 
Dopo ciò, applicando il secondo teorema del 
Vart. 91, prima alle serie P{x)^ ® (a;), poi alle se 
rie X P' (x)^ ■} (ir), troviamo : 

p'^pxl, p^p'xl, 
donde p = o'. ^ 
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In virtù dell' ultima osservazione dell'art, pre- 
cedente, il teorema può anche enunciarsi così: 

Una serie di potenze e la sua serie integrale 
hanno lo stesso raggio di convergenza, 

108. Dimostreremo in questo articolo e nei 
successivi, che le regole ordinarie di derivazione 
sussistono anche relativamente alla nostra defini- 
zione di derivata. * 

La derivata d' una serie ridotta al solo termine 
costante è nulla. 

Reciprocamente, una serie identicamente nulla 
(cioè di cui sono nulli tutti i coefficienti) può con- 
siderarsi come la derivata d'una serie ridotta al 
solo termine costante^ che del resto può avere 
qualunque valore. 

109. La derivata della somma di due serie 
di potenze è la somma delle loro derivate. 

Abbiansi due serie di potenze: 

Pi(a?)= 2 aihx^, P%(x)= 2 a^hx^', (l) 

e pongasi: 

P(x) ^ Pi {x) + Pg ix) = 2 [aih + a2h\ x^ . 

7i=0 

Sarà: 

00 00 

Pi'(a;)= 2 haihX^'-\ Pi{x)= 2 ha2hx''-\ 

A=l 7(=1 

P'(x)= 2 h[av, -! a2h]x^-\ 
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donde segue: 

7? ' (r) =: P/ [x) P, (x) P3 (x)... Pn {X) + 
+ Pi [X) P^ (X) P^{X) ...Pn{x) + ..,-h 

+ Pi (a:) P2 (x) . . . Pn-l {x) P'n ix). 

112. La derivata di [P{x)]*^ , dove n è un nu- 
mero intero e positivo e P{x) una serie di potenze^ 
è n[P(x)l«-i P'{x). 
Basta porre nel teorema precedente : 

P^{x) = P,(x) = ... = Pn(x) = P{x). 

Si deduce di qui un risultato notevole. 
Poniamo: 

7i=0 '* 

sarà: 



00 



= n ^ 



h 



x*-i 2 iafc 



da cui: 






\n) n ì" . ^ (M-l) 



113. Abbiasi una serie di potenze : 
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il cui raggio di convergenza sia <r, ed un'altra se- 
pie di potenze: 

oo 

P{x)= ^ ah x^ , 

h-Q 

a quale per ogni valore di x di modulo inferiore 
id una certa quantità p abbia valore assoluto non 
iiaggiore d'una quantità p' minore di ^ di quanto 
30C0 si vuole. Allora la serie di serie di potenze : 

CX) 

larà equiconvergente in ogni campo contenuto nel 
jerchio di raggio o col centro nell'origine, e pe- 
rà quindi (art. 105) porsi sotto forma di una se- 
'ie di potenze: 



love: 



h=0 



Ch= - Dna. . 
fi=l "' 



Dimostreremo ora, che la derivata di R (x) è il 
ìrodotto della derivata di Q {z) per quella di P(x). 
Si ha: 

Q'{z)= *? n bn z''-\ 
«=1 

[uindi: 

oo e» 

Q'[P{.x)]= 2 M è„ [P (x)]«-i -= ^ dhxi\ 
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dove: 



00 



dh= ^ n On a. 

n=l ^ 



D'altra parte, per la (1) dell'art, prec: 
ch-=^ ^ Dna, =— 2, z n k bn aie «1.1.= 

1 * r °° (n-l)l 1 * 

— T" - \kak 2 nòna. =— :i kakdh-h 

h k=ì l n=l '* * J A A:=l 

quindi: 

h=i h=il k=ì 

ossia : 

i?'(rr)=(?'(P(.r)).P'(a:). 

114. Possiamo proporci il problema di tro- 
vare, se esiste, una serie di potenze la quale sia 

00 

identica alla sua derivata. Se P (.r) = 2 ah x^ eh 

;i=o 

serie cercata, dev'essere: 

00 00 

^ ahx^= ^ hahx^"^, 

7*=0 h=l 



ossia: 



00 00 

2: ahx^=^ '^ {il + 1) ah-\-\ x^ , 
;«=o /i=o 



donde, per tutti i valori di h\ 

aA = (A + l)a7<+i, 
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e quindi: 

ao = 1 ! ai = 2 ! «2 = 3 ! «3 = • • • 1 
ossia : 



La serie cercata è dunque: 



Io sviluppo tra parentesi si dice serie esponenziale^ 
e si suole indicare con e^ : 

/y» /jkZ OO /yfl 

1 ! 2 ! h=o h ! 

[colla nota convenzione: 0! =^ 1). 

La serie esponenziale è assolutamente conver- 
adente per qualunque valore di x, giacche il rap- 
porto del termine ii-esimo air(n-l)-esimo tende a 
5ero al tendere di n all'infinito. Il raggio di con- 
vergenza della serie è dunque infinito. 

La proprietà fondamentale della serie esponen- 
ziale è la seguente: 

g«gy = ^«+y. (1) 



Si ha infatti: 

h~- 1!1!"^ h -2!2! 



°° Fa? x'^"^ V x'^'^v 



a;" y*-2 x y ^'-' y* ' 

■^2!A — 2! """ilA-l! "^A! 
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ma: 

h\ 



C) 



quindi: 

^'^ ^^ = Jo h. h* ■•" (i ) ** ~' ^ + (2 ) ^'''^y'"'^- ' 

Dalla (1) e dalla e^=l segue: 

1 

115. Se P(r) è una serie di potenze, e'*^^' è 
(art. 105) una serie di potenze conver«^ente almeno 
entro il cerchio di convergenza di P(x), La sua 
derivata è (art. 113, 114): 

1 1 6. Abbiasi la serie di potenze : 

P{x)^ ^ ahx\ (1) 

il cui raggio di convergenza sia p. Indichiamo con 
e un punto interno del suo cerchio di convergenza, 
e poniamo: 

X - e '\- Xi; 
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la P(x) si muterà in una somma di infiniti poli- 
nomi in Xi'. 

P (:tr) = ^ ak{c + x,)^ = 9 (^i). (2) 

Poiché la (1) è (art. 88) equiconvergente in ogni 
campo interno al cerchio p, essa lo sarà in parti- 
colare su qualunque circonferenza di centro e con- 
tenuta entro questo cerchio; quindi (art. 105) la 
?(^i) potrà trasformarsi in una serie di potenze 
di Xi'. 

co 
cp (X^) = ^ Ar Xf , 

dove Ar è la somma dei coefficienti di Xi*" nei ter- 
mini della (2). La forma generale di questi ter- 



mini è: 



ah (e + Xi)^ = ah 2 I jc^-'' x^ , 

onde, osservando che x^' compare solo nei termini 
ìq cui A ^r: 



'••=10 



ah c^-*' = 



1 ~ 
= — i: h(h-ì)...{h- r \- l)ah c^"^. 
r ! /t=r 

Ma questa espressione è la derivata r-esima di 
P{x) in cui si è fatto x = c; quindi si ha: 

ri 
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e (convenendo che P^^) (e) = P (e)) : 

P{.c) = ^{x,)-^ 2 1 p(r) (e) :r,- , 

r=o r ! 

ossia : 

F(.r)= X ^-^ , •' P(')(c)=: 

r=0 »"! 

che è la nota serie di Taylor. Essa è convergente 
in ogni cerchio col centro in e contenuto entro il 
cerchio di convergenza della (l), e quindi il suo 
raggio di convergenza non è minore di p — | e |. 
117. Dalia formola trovata segue : 

P(x) - f (o) ^ 
X — e 

= P' (.,) + —^ P" (e) + ^j^' P'" (r) f . . . 

Al tendere di a; a e, tutti i termini della serie 
del secondo membro, meno il primo, tendono a 
zero, e quindi, essendo la serie equiconvergente, 
tende a zero la loro somma. Ne segue: 

ii.„ m^p(c) . p- (,). 

a?=c X — C 

Cioè la nostra definizione di derivata coincide 
con quella data dal Calcolo infinitesimale. 
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Serie dedotte. 
118. La relazione trovata (art. 116): 

oo (^ p\r 

P(x)= ^ ^^ .'^ PC-) (e) (l) 

r=0 r l 

trasforma una serie di potenze di x in una serie 
di potenze di x ~ e, essendo e un punto interno al 
cerchio di convergenza p della prima serie. Il rag- 
gio di convergenza pi della seconda serie è almeno 
eguale a p — | e | , e però il cerchio di conver- 
genza della seconda serie, o è tangente interna- 
mente al cerchio p, o esce in parte da esso. 

La serie che figura nel secondo membro della 
(I) dicesi la serie dedotta dalla Pix) rispetto al 
ì)unto e. Indicando in generale con P{x) una se- 
rie di potenze di x^ si suol designare con P{x\c) 
la serie dedotta da essa rispetto ad un punto e 

Per ogni punto x interno ai cerchi di conver- 
genza di ambe le serie si ha: 

P(x) = P{x\c). 

Prendasi ora un punto d interno al cerchio di 
raggio Pi e di centro e. La serie dedotta dalla 
P{x \ e) rispetto al punto d, che può denotarsi con 
P(a? I e, rf), sarà una serie di potenze di : 

[{x -e)-id- c)l 

ossia di {x - d). Se il punto d e interno anche al 
cerchio p, potremo formare anche la serie P{x \ d) 



L. 
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dedotta da P{x) rispetto al punto d, la quale sarà 
pure una serie di potenze di (x — d). Dimostre- 
remo che P{x \ c^d) e P{x \ d) sono tra loro iden- 
tiche. 




Fiff. I. 



Diciamo P2ì F2' ^ ^^SS^ di 'convergeni.a di queste 
due serie. 
Nei punti interni ai cerchi p, p^ si ha: 

P(x) = P(a:|c); 

nei punti interni ai cerchi fb (-z si ha: 

P(x\c) = Pix\c,d); 

nei punti interni ai cerchi p, p.^' si ha: 

P{x) = Pix\ d). 
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Quindi, indicando con pg il più piccolo dei raggi 
dei due cerchi concentrici P2, o^^ nei punti comuni 

ai tre cerchi p, pi, P2 * sarà: 

P(x) = P{x I e, d), P{x) = P(x\ d), 

e per conseguenza: 

P{x\c,d) = P{x\d). 

Pertanto questa eguaglianza avrà luogo in tutti 
i punti di un certo cerchio di centro rf, donde se- 
gue (art. 95): 

P{x \c,d)^P(x\d).. 
Ciò si esprime dicendo che: Le serie dedotte 

MEDIATAMENTE e IMMEDIATAMENTE da Una Serie 

data rispetto ad uno stesso punto interno al suo 
cerchio di convergenza sono identicamente eguali. 
Il teorema si estende senza difficoltà al caso di 
un numero qualunque di punti intermedi, purché 
tutti questi giacciano nell'interno del cerchio di 
convergenza della serie primitiva. 

119. Se l'origine sta nell'interno del cerchio 
Pi, si può far coincidere con essa il punto rf, ed 
allora l'ultima relazione trovata diviene: 

P{x\c,0)^P{xl 

Cioè: La serie primitiva può considerarsi come 
dedotta dalla sua serie dedotta» 



* Tali punti esistono sempre nelP ipotesi che e sia interno 
al cerchio o e d lo sia ad ambi i cerchi p, p^. 
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Dimostreremo che, anche quando l'origine non 
è interna al cerchio pi, la serie P{x) può consi- 
derarsi come dedotta — però mediatamente - 
dalla P{x I e). 

Sia A il punto d'intersezione del prolungamento 
di C colla circonferenza p, M il punto d'inter- 
sezione ài C colla circonferenza pi, sicché: 




Fig. 2. 



Prendasi sul segmento MA un punto /), che 
rappresenti il numero complesso d, e sia p^ ì^ 
raggio di convergenza della serie P{x \ c^d). Se 
r origine è interna al cerchio P2i si avrà: 

p\x I c,d,0) = P(x). i 
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Nel caso contrario, sia JV l'intersezione del seji^- 
mento OD colla circonferenza '21 ® prendasi un 
punto E del segmento JV^^, il quale rappresenti 
il numero e. Sia P3 il raggio di convergenza della 
serie P(x \ c^d^e). Vogliamo dimostrare che, con- 
tinuando in tal modo, si giungerà necessariamente, 
dopo un numero finito di passaggi, ad un cerchio 
contenente nel suo interno l'origine. 

Si ha (art. 118), posto | d | = B, | e i = e, . . . : 

Pi ^ p - r, P2 ^ p — ^» p;^ ^ p - s, . • • ; 

inoltre : 

0M= Y ~ Pi, Oi>>Y-Pi, Oi^=a - p2, 
0E>^ - P2, 0P=£-P3,... 

Porremo : 

= OD = Y — Pi + ^ « = OE=ò — p2 + ff, . . . , 

dove: 

Avremo : 

OiV=5 — p2s^2S — p=2y-2pi -f-2<r-p=:Y-2pi, 

0P=« — p3::^2e — p = 

= 2(8-p2) + 2<r-p^2(Y-2pi) + 2<r-p=Y-4pi, 

Ora le quantità y — P11 Y — 2 Pj, y — 4 Pi, . . . non 
possono essere tutte positive, quindi dopo un nu- 
mero finito di deduzioni si giungerà ad un cer- 
chio di convergenza che conterrà nel suo interno 
l' origine. 
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1 20. Dalle cose dette nell' art. precedente se- 
gue un risultato importante. 

Si è trovato: 

pi^p — y; 

ma, poiché la P{x) può considerarsi come dedotta 
dalla P{x I e), si avrà per la stessa ragione: 

P ^ Pi — Y, 
donde segue: 

P + Y ^ Pi ^ P — Y. (0 

Ciò si può esprimere geometricamente dicendo 
che: // cerchio di convergenza delta serie P(x\c) 
è compreso fra il cerchio di centro e che tocca in- 
ternamente il cerchio di convergenza della P(x), 
e quello che lo tocca esternamente. 

Dalla (1) risulta pure che: TI raggio di conver- 
genza della serie dedotta P{x \ e) è funzione con- 
tinua di e, 

1 21 . La derivata della serie dedotta da una 
serie data rispetto ad un punto e è la serie dedotta 
rispetto al punto e dalla derivata della serie pri- 
mitiva. 

Poniamo : 



Q(x--c) = P(x\c)= ^ ^'"^^-^ P^'Hc) ', 



~ {x — c Y 
r=o r ! 



sarà: 



oo (^ Ar—Ì 

Q'{x-c)= ^ ^''— ^ — P(r) (e) = 

r=l r — 1 ! 



r=0 ri 
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P'{x\e)= ì:/-^^(P')(')(c) = 



D'altra parte: 

f=o r ! 

= ? (^-"^)^ P(>-+i)(c), 
r=o r! 

onde : 

122. Il limite inferiore dei raggi di conver- 
genza delle serie dedotte da una serie data rispetto 
a tutti i punti interni del suo cerchio di conver- 
genza^ è nullo. 

Sia ^ il limite inferiore del raggi di conver- 
genza, e suppongasi X>0. Prendasi una quantità 
positiva X' < X, ed una p' < p; se e è un punto qua- 
lunque della circonferenza di centro e di raggio 
p', la serie dedotta rispetto a questo punto: 

P{x\c)= 2 (^-g)" p(r)(g) 

r=o r ! 

avrà, per la definizione di X, raggio di conver- 
genza non minore di \ quindi maggiore di X', sic- 
ché essa sarà convergente, e però continua, in tutto 
il cerchio di centro e e di raggio X', il contorno 
incluso. L'insieme di tutti i cerchi di raggio X' 
aventi il centro sulla circonferenza p' ricopre la 
corona circolare compresa tra le circonferenze 
di raggi p' — X' e p' + ^' col centro nell'origine. 
I valori di P(x) nei punti del cerchio p' — X', 
quelli comuni a P{x) ed alle varie P{x \ e) nella 
corona tra p' — X' e p', e quelli delle varie P (a?, e) 
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^ 



nella corona tra p' e p' + ^', costituiscono una fun- 
zione continua in tutto il cerchio p' + X' (il con- 
torno incluso). Il modulo di questa funzione è pare 
(art. 84) una funzione continua, quindi ammette 
un massimo finito M\ e, se indichiamo con Me il 
massimo modulo di P(x \ e) sulla circonferecza 
di centro e e di raggio X', sarà Me ^ M. Ora si 
ha (art. 103): 




Fig. 3. 



ne segue: 



\\Pir)ic)\^^, 



ri 



Vr 
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ossia : 

I °° /A\ 

ahC 



x^r\r ì 



oo 



M 



V» 



/.. 1 



per tutti i valori e di modulo p'. Applicando quindi 
il teorema dell'art. 103 alla serie: 



h=r \r I 



ah 0?'»-'*, 



si ha: 



e) 



M 

ah I ^ 



XV p'*-r ' 



ossia : 



(J)xVp'A-.. 



I a^ I ^ M, 



e sommando per tutti i valori di r da ad A: 
la cui: 

oo 

V 

h=0 



oo oo / J^ \* 

f=0 A=0 \ p + ^ / 



È noto (ofr. art. 107) che la serie del secondo 
membro è convergente per: 

P' + X'^'' 

ne segue che la P{:x) è assolutamente convergente 
per ogni x di modulo minore di p' + '^\ Ora, fis- 

VlVANTI. 8 
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sata X', può sempre scegliersi p' in modo che sia 
p' + ^'> p; sicché si giunge alla conclusione che 
la P{x) è convergente in punti esterni al suo cer- 
chio di convergenza, ciò che è assurdo. 

Dunque X = 0, e il teorema resta dimostrato. 
123. Considerando il raggio di convergenza 
Pc della serie dedotta rispetto ad un punto e come 
una funzione reale di e definita in tutto l'interno 
del cerchio p, questa funzione (art. 122) ha per 
limite inferiore zero. Esisterà dunque (art. 83) un 
punto p in ogni intorno del quale il limite infe- 
riore della funzióne pc è ancora zero. 

Questo punto non può stare nell'interno del cer- 
chio p. Supponiamo infatti esso sia interno, cioè 
sia: 

\p I =^<p; 

descritto un cerchio di centro p e di raggio: 

S<p — it, 

per tutti i punti interni a questo cerchio p«; avrà 
(art. 118) valore superiore a p — Tt—S, sicché il 
suo limite inferiore entro il cerchio stesso non po- 
trà essere zero. 
Dunque il punto p sta sulla circonferenza p. * 
Un punto, in ogni intorno del quale il limite 
inferiore dei valori di po è zero, dicesi punto sin- 



* A ciò non contraddice la circostanza che la funzione 
pe è definita soltanto per T interno del cerchio p; {giacché 
noi possiamo completarne la definizione, senza alterarne il 
limite inferiore, attribuendo ad essa valori positivi qualoD- 
que nei punti della circonferenza p. 
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golare. Il risultato ottenuto può quindi esprimersi 
così : 

Sulla circonferenza del cerchio di convergenza 
giace almeno un punto singolare, 

1 24. Un punto singolare non può giacere nel- 
V interno del cerchio di convergenza di alcuna 
delle serie dedotte. 

Stia, se è possibile, il punto singolare p nell'in- 
terno del cerchio di convergenza (6) della serie 
dedotta, mediatamente o immediatamente, rispetto 
ad un punto b. Si descriva, centrando in p, un 
cerchio {p) tutto interno a (6). I cerchi (è) e (p) 
e il cerchio di convergenza (o) della serie primi- 
tiva avranno una parte comune ; detto e un punto 
qualunque di questa, pc sarà certo maggiore della 
minima distanza tra le circonferenze (6), (2?), quindi 
il suo limite inferiore non potrà essere zero. 

Dunque p non può stare nell'interno di alcun 
cerchio di convergenza. 



Funzioni analiticlie. 

125. Abbiasi una serie di potenze P(a;), il 
coi raggio di convergenza, supposto finito, sia p; 
sia e un punto interno al cerchio p, e il raggio di 
convergenza di P{x\ e) sia maggiore di p — | e | 
(art. 118), sicché il cerchio di convergenza pi di 
questa serie esca in parte dal cerchio p. I valori 
di P(x) nei punti di p non comuni a pi, quelli di 
f(x\ e) nei punti di p^ non comuni a p, e i va- 
lori comuni (art. 118) di ambe le serie nei punti 
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comuni a p ed a Pi, costituiranno, nella parte del 
piano ricoperta dall'uno almeno dei due cerchi, 
una funzione continua. Si dice allora che P{x | e) 
è la continuazione analitica di P{x) nella parte 
di Pi esterna a p. 

Se si ripetono le stesse considerazioni per tutte 
le serie deducibili mediatamente od immediata- 
mente da P{x)^ si verrà a definire una funzione 
continua f(x) in tutta la parte del piano ricoperta 
dai cerchi di convergenza delle serie considerate. 
Questa parte di piano sarà di necessità tutta di un 
pezzo, 0, come suol dirsi, connessa. Essa chiamasi 
il campo d^ esistenza della funzione analitica f{x)[ 
e la serie P{x) e quelle da essa dedotte sono gli 
elementi della funzione analitica. 

Poiché qualunque delle serie dedotte può con- 
siderarsi come primitiva (art. 119), può dirsi che: 
Una funzione analitica è determinata completa- 
mente da uno qualunque dei suoi elementi. 

Se e è un punto interno al cerchio p, può ac- 
cadere che, scelti opportunamente n punti Ci,C2,...,rii. 
sia: 

P(x I Ci, C2, . . . , Cw, e) = P(x I e). (1) 

Ciò avviene in particolare (art. 118) ogniqual- 
volta i punti Ci, C2, . . . , C/» sono tutti interni al cer- 
chio p. Se la (1) ha luogo, qualunque sieno i punti 
Ci, C2, . . . , Cw, e qualunque sia il punto e, si dice 
che la funzione è uniforme o monodroma; nel 
caso contrario si dice non uniforme o polidroma. 

Una funzione uniforme prende un unico valore 
in ciascun punto del suo campo di esistenza^ 




À 
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Nel seguito, a meno di avvertenza in contrario, 
noi limiteremo sempre il nostro studio alle fun- 
zioni analitiche uniformi. 

126. Suol dirsi che una funzione analitica si 
comporta regolarmente od è regolare in tutti i 
punti interni del suo campo d'esistenza, ossia in 
tutti i punti ai quali corrispondono elementi della 
funzione. I punti nei quali la funzione nou è re- 
golare diconsi punti singolari di essa. 

Sono punti singolari d'una funzione analitica i 
punti singolari di tutti ì suoi elementi (art. 123), 
giacché questi punti (art. 124) non giacciono nel- 
l'interno di alcuno dei cerchi di convergenza dei 
vari elementi. Essi stanno evidentemente sul con- 
torno del campo d'esistenza della funzione. 

U insieme dei punti singolari d' una funzione 
analitica è chiuso, — Infatti, se un punto limite 
p di tale insieme non fosse singolare, T eleménto 
corrispondente avrebbe un certo cerchio di con- 
vergenza, a tutti i punti interni del quale corri- 
sponderebbero elementi dedotti, il che è impos- 
sibile. 

127. U insieme dei punti del campo d'esistenza 
d' una funzione analitica, nei quali essa prende 
uno stesso valore^ è isolato. 

Sia e uno dei punti in cui una funzione anali- 
tica f{x) prende il valore a, P{x — c) l'elemento 
della funzione ad esso corrispondente. Potrà as- 
segnarsi (art. 95) un intorno del punto e, in nessun 
punto del quale la P(x — e), e quindi la f{x)^ 
prende il valore a, il ohe prova l'asserto. 
E poiché questa dimostrazione vale (cfr. art. 94) 
%nche se nel punto e del suo campo d'esistenza 

/ 
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la f{x) prende un valore diverso da ar, può con- 
cludersi : 

I punti limiti deir insieme dei punti in cui una 
funzione analitica prende uno st-esso valore sono 
punti singolari. — Oppure (v. art. 5): 

In ogni campo interno al campo d^ esistenza di 
una funzione analitica la funzione prende lo stesso 
valore un numero finito di volte. 

Dal teorema dimostrato nella nota all'art. 95 
segue : 

Una funzione analitica non può essere sempn 
reale né sempre puramente imaginarià in tutto il suo 
campo d"* esistenza senza ridursi ad una costante. 

E di qui come corollario: 

Data la parte reale d' una funzione analitica 
(come funzione reale delle parti reale e imaginarià 
della variabile complessa), è determinata^ a meno 
d'una costante additiva^ anche la sua parte ima- 
ginarià^ e viceversa. . 

Siano infatti f{x)^ fi {x) due funzioni analitiche 
aventi la stessa parte reale J7(w, v) (dove a? = u + iv)\ 
sia cioè: 

f(x) = r/{?/, v) -h i V(ii^ v) , 
fx[x)^U{u,v) + irAu,v). 

Ne segue: 

f (x) - A W = i\V («, v) - Fi («, v)l 

Ma f{x) — A C^)? essendo sempre puramente 
imaginarià, deve ridursi ad una costante, il che 
dimostra l'asserto. 

1 28. Se e' è un punto interno del campo di 
esistenza d'una funzione analitica, V elemento di 



i 
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questa corrispondente al punto e ha per cerchio di 
convergenza il più grande cerchio di centro e con- 
tenuto nel campo d^ esistenza della funzione. 

Infatti la circonferenza di questo cerchio, do- 
vendo contenere almeno un punto sin<^olare (arti- 
colo 123), ha necessariamente qualche punto co- 
mune col contorno. 

129, Se si hanno più funzioni analitiche 

fi (^)> /2 (^)i •••»/*• (^)> * ^^* campi d' esistenza 
hanno una parte comune connessa C, e se fra i 
loro elementi P\{^ — e), P2 (a? — e), . . . , Pr (00 — e) 
corrispondenti ad un punto e di questa ha luogo 
una relazione razionale intera: 

F{P^{x-cl P2(a; -cX...,Pr(^ -c)) = 0, 

la stessa relazione sussiste fra gli elementi corri- 
spondenti a qualunque altro punto del campo C 
(teorema della permanenza delle relazioni ana- 
litiche). 

Sia p il raggio del massimo cerchio di centro e 
contenuto nel campo (7, d un punto qualunque in- 
terno al cerchio p, p^ il raggio del massimo cer- 
chio di centro d contenuto nel campo C. Sarà, 
per tutti i punti x comuni ai cerchi p, Pi (art. 118): 
Ph{x — e \ d — e) = Ph (x — e) (A = 1, 2, ... , r), 
e quindi: 

F{Pi {x — c\ d—c\ P^ix — e \ d - e), . , . , 
Pr{x — c\d — e)) = 0. 

La stessa dimostrazione vale per tutti i puliti 
del campo C, giacche si può giungere da e ad uno 
qualunque di tali punti mediante una serie finita 
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di deduzioni. E quindi può scriversi, per tutti i 
punti di C: 

130. Abbiansi due funzioni analitiche f\{x\ 
/'2(a;), i cui campi d'esistenza abbiano una por- 
zione connessa comune 0, e supponiamo, per sem- 
plicità di scrittura, che questa contenga Torigine. 
Siano Pi {x\ P2 (x) gli elementi delle due funzioni 
corrispondenti all'origine; la serie: 

genererà una funzione analitica f{x), il cui campo 
d'esistenza comprenderà certamente il campo (' 
(art. 92). L' elemento di questa funzione corrispon- 
dente ad un punto qualunque di C sarà (art. 129) 
la somma degli elementi di fi {x)j f^ (x) corrispon- 
denti allo stesso punto; si scriverà: 

fiix) \'h{x) = f{x\ 

e la f{x) potrà dirsi la somma de^e due funzioni 

analitiche A W? A (ri- 
chiamasi cioè somma di due (0 più) funzioni 

analitiche la funzione avente per elementi le somme 

dei loro elementi. 
Una definizione del tutto analoga può stabilirsi 

pel prodotto di due piìi funzioni analitiche. 

131. Abbiasi ora una funzione analitica /"(.r). 
la quale abbia valore diverso da zero nell'origine 
(supposta interna al suo campo d'esistenza). 

Sia : 

P{x)= ^ OhCC^' 
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l'elemento corrispondente all'origine; dovrà essere 
«0=1=0. Potrà pertanto scriversi, per tutti i punti 
del cerchio di convergenza p di P{x): 

1 1 1 



^^"^^ ^ ahx^' ao 



00 
V 

/i=0 L ^i^o 



r M' 
i + - 

L Ooì 



dove: 



oo 

= ai .T + «2 ^^ + • • • ==^ ^ ^'< '^^ • 



Ora si sa dall' Algebra che : 



(l) 



l -{- k ' * /i=o 

per I A: I < 1 ; sarà dunque : 

f{oc)~ao [ «0 «0^ ' 'i 

per tutti i punti x per cui: 

\^\ = \f{x)-nO)\<\a„\. 

Per un'osservazione già fatta (art. 94), esiste 
sempre un intorno dell'origine, che possiamo sup- 
porre circolare, di raggio p' < p, in cui è verificata 
(juesta condizione; entro il cerchio p' avrà dunque 
luogo la (1). Presa ora una circonferenza di rag- 
gio p < p', e detto M il massimo del valore asso- 
luto di 6 su questa, si avrà per ogni punto delia 
circonferenza e qualunque sia w: 

00 / \/i oo ( M V^ 
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e poiché la serie - I ; r ) è convergente, quella 

7i=o\|ao|/ 

che figura nel 2.^ membro della (l) sarà equicon- 

vergente sulla circonferenza p. Si potrà pertanto 
applicare il lemma di Weierstrass (art. 105), e 
convertire questa serie in una serie di potenze di 
X, onde si avrà nel cerchio p': 

n^) = i; (1 ^ ^ ^ + ^2 ^' + . . •) = A (^). 

Le serie P{x)^P^{x) sono legate dalla rela- 
zione: 

P(a;)Pi(a;) = l; 

8Ì avrà quindi (art. 129), designando con fx W la 
funzione analitica generata da Pi (a?): 

f{x)f,(x) = \-, 

ossia: 

1 



A {co) = 



f[<^y 



La j\{x) dìcesi la funzione recìproca di f{oci)\ 
il suo campo d'esistenza è generalmente diverso 
da quello di f(x). 

Dopo ciò si definisce come quoziente di due 
funzioni analitiche il prodotto della prima per la 
reciproca della seconda. 

132. Sia P(x) una serie di potenze, la quale 
generi la funzione analitica /"(a?). La serie P* (JC\ 
ha lo stesso raggio di convergenza della P[x\ 
(art. 107), e, se e è un punto interno del loro co- 
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mune cerchio di convergenza, la serie dedotta dalla 
P' (ocf) rispetto a questo punto è (art. 121) la de- 
rivata della serie dedotta dalla P{oc) rispetto al 
punto stesso. Continuando il ragionamento allo 
stesso modo, si vede che la P' (x) genera uua 
funzione analitica cp (a?) dotata delle seguenti pro- 
prietà: 

a) Essa ha lo stesso campo diesis tenza della 

h) II suo elemento corrispondente ad un punto 
qualunque di questo campo è la derivata dell'ele- 
mento di f(x) corrispondente allo stesso punto. 
Noi chiameremo ^ (x) la derivata della f (x)^ e 
la denoteremo con f' {x), 

1 33. Se le serie P^ (x), Pg (^)' © • 

P{x)==P,{x) + P^{x) 

generano rispettivamente le funzioni analitiche 
f\i^\ h{^\ fioc)y dove (art. 130): 

nx) = f,{x)^f^ix\ 

si ha (art. 109): 

P'{x)^P{{x) + P,'{x); (1) 

ma le Pi {x\ P^ {x), P' {x) generano (art. 132) 
le funzioni analitiche fi (x), f^ (a?), /"' (a?), quindi 
segue dalla (1) (art. 130): 

134. Si dimostra, con un ragionamento del 
tutto analogo, che, se: 

f[x) = fi{x)f^{x),,,fr{x\ 
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si ha (cfr. art. Ili): 

f'{x) = f^ {ce) /2 {X) f, {X)... f„ {X) + 

+ A (<») A' («) /s {O0)...fniX) + ... 

+ A {x)f^ ix)...f„ i (xìf„'{x) = 

,•=1 fr {X) 

135. Sia (art. 131): 

questa relazione equivale all'altra: 

A 0») = /■(«') A (^)- 

Segue di qui (art. 134): 

f,'ix) = f'{x)Mx) + nx)f,'ix), 

da cui, con qualche riduzione: 

136. Sieno, come nell'art. 113, P{x\ Q(- 
due serie di potenze rispettivamente di 07 e di:. 
e sieno soddisfatte le condizioni ivi espresse per- 
chè QiP{o())) possa trasformarsi in una serie ili 
potenze di x: 

QiPix)) -=R(x). 

Se e è un punto interno al cerchio di raggio f 
col centro nell' origine, potrà formarsi la serie de- 
dotta P{x I e), e, poiché nella parte comune al 
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cerchio di coQvergenza di questa serie e al cerchio 
P P{a) \ c)== P(^), si potrà asserire che, almeno 
entro il cerchio di centro e tangente internamente 
al cerchio p sarà: 

I Pi«> I e) I <»'. 
Potremo allora trasformare la serie : 

<?(P(ar|c))= ~ bn[Pix\c)Y 

in una serie di potenze di a? — e, che indicheremo 
con 5(07 — e), sicché: 

S{a)-c)= 2 6«[P(a?|c)]'». 

D'altra parte si ha, in un certo intorno del 
punto e: 

B{x\c)==B{a))^ ? bn [P{oc)Y , 

n=ì 

ossia, essendo P{x \ c) = P{x): 

i?(a?ic)= ~ bn[P{x\c)]n, 

H — ì 

quindi : 

B{x I c) = S{x -e). 

Questa relazione dovendo sussistere in tutti i 
punti d'un certo intorno del punto e, deve aver 
luogo identicamente (art. 95). Si ha dunque iden- 
ticamente : 

ij(a?|c)= "^ bn[P{x \c)]^. 

n=l 



L 
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Dopo ciò, se P{^), Q (z) generano rispettiva- 
mente le funzioni analitiche f{oo)^ <p {z)^ la a> {f{po)) 
sarà una funzione analitica di x: 

'i{.f(oo)) = F{oo), 

generata dall'elemento R (x) ; inoltre si avrà (ar- 
ticolo 113): 

In particolare, se: 

F{x) = en^\ 

si ha (art. 115): 

F' {X) = eM f (x). 



Punti singolari. Teorema di Laurent. 

1 37. Una funzione analitica * non può essere 
regolare in tutto il piano (compreso il punto al- 
l'infinito). 

La funzione analitica f(x) non abbia alcun 
punto singolare a distanza finita, per modo che il 
suo elemento P {x) corrispondente all'origine avrà 
(art. 123) raggio di convergenza infinito. Supposto 
inoltre che il punto all'infinito non sia punto sin- 
golare per la f(x)^ potrà questa funzione essere 



* Non bì deve dimenticare che qui parliamo Boltanto di 
funzioni analitiche uniformi. È noto che esistono fanzioni 
non uniformi non aventi alcun punto singolare; tali sodo 
gli integrali abeliani di 1^ specie. / 
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rappresentata da una serie P^ 1 — j convergente 

— per la stessa ragione di prima — in tutto il 
piano. Descritto pertanto un cerchio di raggio p 
qualunque col centro nell'origine, la fioo) sarà 
continua fuori e dentro di esso nonché (per l'ar- 
bitrarietà di p) sulla circonferenza; e peiò il suo 
valore assoluto, che (art. 84) sarà pure una fun- 
zione continua in tutto il piano, ammetterà un 
massimo finito M. Si avrà dopo ciò (art. 103): 

I M 

ah\^-r. 

Ma M è fisso, e p può prendersi arbitrariamente 
grande. Ne segue: 

\ah\=Q per A > 0, 

sicché la funzione si riduce alla costante «q. — 
Quindi ima funzione che non si riduce ad una co- 
stante ha di necessità dei punti singolari. 

1 38. Siene f(x)^ fi (x) due funzioni analitiche 
reciproche, sicché: 



Poiché i campi d'esistenza delle due funzioni 
non sono necessariamente identici, potrà avvenire 
che un punto p, singolare per la f(oo)^ non lo sia 
per la fi (a?). 

I punti singolari d'una funzione che non sono 
tali per la sua reciproca diconsi peli o punti d/in- 
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finito punti singolari non essenziali; gli altri 
punti singolari essenziali. 

Sia p un polo della f{oo). Poiché in essofx(x) 
è regolare, si avrà in un certo intorno di p: 

Se Co =1 = 0, si potrà trovare (art. 131) una serie 
di potenze P(a? — p) convergente in un certo in- 
torno di p e tale che in tutto quest'intorno sia: 

P(X--p).P,{X-p)=ì, 

e la funzione analitica generata dalla serie : 

P(^-P) 

non sarà altro che la / (a?), la quale perciò, contro 
l'ipotesi, sarebbe regolare in p. 

Dev'essere dunque Cq=^0, 

Supponendo per generalità: 

Co == Ci = . . . = C//»=l = 0, c,n =1 = 0, 

avremo: 

P\ (00 —p)=z{X— pY» [Cm + Cm+l (^ ~ p) + 
+ C,n+2 {00 — p)^ + ...] = (X — py^ Q^ {OC — p\ 

dove Qi (x — p) è una serie di potenze di a? — p 
il cui termine costante non è nullo. Quindi, col 
ragionamento esposto poc' anzi, potrà trovarsi una 
serie di potenze Qipc — p) tale che in un certo 
intorno di p sia: 

Q(x — p).Q^{x-p) = \. 
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La fanzione analitica <Pi (a?) generata da Q\ {cc—p) 
sarà : 

?i W — 



{x —pY^ {x — p)^ f (a?) ' 

la funzione analitica <p {co) generata da Q{x — p) 
sarà: 

Si giunge pertanto alla conclusione che: Se p 
è un polo della funzione f{x)^ esiste sempre un 
numero intero e positivo m tale che {x — py** f (a?) 
è regolare nel punto p, 

È evidente che, se m' > m, anche (x — p)'*^ f(x) 
è regolare nel punto p. Il minimo numero intero 
positivo m per cui {x — pV^fix) è regolare nel 
polo p dicesi V ordine del polo. 

Posto: 

Q i^ — p) = do + d^{x — p) + d2(x - pY + . . , , 
si ha, in un certo intorno del punto p: 

(a? — p)»* (X — p)'"-i 
H — ^^^ + dm + fl!w+l (^ —p) + . . . 

Cioè: Una funzione analitica è rappresentabile 
neW intorno d^un suo polo mediante una serie di 
potenze positive e negative di {x — ^), contenente 
soltanto un numero finito di potenze negative. 

VlVANTI. 9 
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La somma dei termini contenenti potenze ne- 
gative dìcesi la caratteristica del polo. 

Sottraendo dalla funzione analitica la sua carat- 
teristica^ si ottiene una funzione regolare nel 
punto p e non avente alcuna nuova singolarità. ** 
139. Se la funzione f{x) ha un polo d'ordine 
m nel punto /), la sua reciproca fi {co) è regolare 
in p, e la serie di potenze che la rappresenta nel- 
r intorno di p manca dei primi m termini, cioè è 
il prodotto di (x — p)**^ per una serie di potenze 
di a? — p avente il termine costante non nullo. Si 
dice in questo caso, col linguaggio usato nell'Al- 
gebra, che la fi (x) ha una radice o un posto-zero 
d^ ordine m nel punto p> — Reciprocamente, se 
fi(x) ha in un punto un posto-zero d'ordine w, 
f((D) ha nel punto medesimo un polo dello stesso 
ordine. 



* Notiamo che la caratterietica, eseendo un polinomio — 

e quindi un caeo epeciale d* una serie di potenze — in ■ , 

X — e 

è una funzione analitica eeistente in tutto il piano tranne 

il punto e, e rappresentata dalP unico elemento costituito 

dal polinomio stesso. 

• ** Pel punto all'infinito le cose dette si modificano come 

segue (cfr. art. 96): 

Se la f{x) ha un polo alV infinito^ esiste un numero intero 

e positivo m tale che - f{x) è regolare nel punto aW in- 
finito. 

Nell'intorno del punto aW infinito ha luogo il segiMìnte 
sviluppo: 

f{x) =do x»*+dt x»*-i + .. . + dm-i X + dm + 
, dm+l , dm + 2 , 
X x^ 
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140. Se p è un polo d'una funzione anali- 
tica f(x)^ può determinarsi un intorno del punto 
p^ in tutti i punti del quale^ eccettuato p stesso^ 
f(x) è regolare. 

La funzione recìproca fi (od) h regolare e si 
annulla nel punto p^ e però si può determinare 
(art. 127) un intorno di p in cui essa è regolare 
e non s'annulla mai (tranne in p stesso). In tutti 
i punti di quest'intorno, eccetto p, f(po) sarà re- 
golare. 

Il teorema può anche enunciarsi cosi: Un polo 
(V una funzione non può essere punto limite del- 
l'insieme dei suoi punti singolari. — E quindi, 
ricordando che questo insieme è chiuso (art. 126), 
può concludersi che: Ogni punto limite d'un in- 
sieme di punti singolari è un punto singolare es- 
senziale. 

141. Se p è un polo d'una funzione analitica 
f{^\ presa una quantità positiva arbitrariamente 
grande A^ può trovarsi un intorno di p in tutti 
i punti del quale \ f(x) \> A, — È per questa 
ragione che i poli vengono detti anche infiniti o 
punti d'infinito della funzione analitica. 

Si è trovato (art. 138), per un certo intorno del 
punto p: 

^{x) = ix-py»^f{x) = 
= do + di{x — p) + d2 {x — p)2 4- . . . 

Poiché <p(a?) è funzione continua, può determi- 
narsi un intorno del punto p, che possiamo sup- 
porre circolare, di raggio p', in tutti i punti del 
quale sia: 
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ossia : 



^<UWI<'-!f!. 

D'altra parte può scegliersi una quantità posi- 
tiva p" tale che sia: 



p"<« < ' ^0 



2A ' 

Indicando pertanto con p una quantità positiva 
minore di p' e di p", entro il cerchio di raggio p 
col centro in p si avrà: 

\oi>—p\<?y 

come si voleva dimostrare. 

142. Dobbiamo ora stabilire un lemma*, che 
ci servir^ di base per la dimostrazione degli im- 
portanti teoremi che seguono. 

Se f{oo) è una funzione analitica regolare in 
un campo (7, presa ^ ad arbitrio^ si può trovarti 
una quantità le tale che, essendo a, 6, e tre puìiii 
qualunque d'un campo D interno a C che soddi-\ 
sfanno alle condizioni: I 

.1 b — a \<h, \c — a | <h, 



sia: 

f{b)-f(a) _ mrJL^^ 

b — a e — a 



<<i. 



* V. PEINaSHBIM 167, 172. 



i 
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I raggi di convergenza degli elementi della fun- 
zione corrispondenti ai punti del campo Z) am- 
mettono un limite inferiore diverso da zero, che 
indicheremo con k. Presa quindi una quantità 
k'<,k, qualunque sia il punto (V del campo D, 
la funzione f(oo-\- A'), ^ quindi anche là funzione 
f{oo-\-k')t sarà regolare; il valore assoluto di 
f*[x + i') ammetterà dunque nel campo D un 
massimo finito, che designeremo con M. Scegliamo 

ora una quantità h minore di y e minore di 



h<h!<k, h< 



2M' 



2M' 



Se (I è un punto del campo Z), e se è è un al- 
tro punto del campo stesso che disti da a meno 
di A, si avrà lo sviluppo convergente: 

nb) = f(a)+^-^f'{a) + ^^^f"ia)+...= 

=do + di(b-a) \- diib-ay + .., = ~ d,- (b-a)'- , 

da cui: 

f (b)= ? r{r- 1) dr (b — a)'~2 = 

= ~ {r + 2){r + l)dr-^2{b-ay. 

Segue di qui (art. 103): 
^ (r + 2)(r+l)|<^,.+2|=s^, 



L\ 
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e quindi: 
rf.+2(6-a)'-+2|^ 

1 
< 



1 



M 



(r + 2)(r + l)A'- 



|6-a|'-+2< 



< 



(r + 2)(r + l) 

1 

(r + 2) (r + f) 



M\b-a\'< 



Mh\b-a\, 



donde, sommando da r = a r = i»: 



00 



^ |(Zr+2(6~aK+2|< 



r=o(r+2)(r + l)' 



ossìa, ricordando che la serie del secondo mem- 
bro ha il valore 1 : * 



00 



2 \dr+2{b-ay+^\<Mh\b — a\, 

r=0 



ed a maggior ragione: 



oo 



r=0 



< Mh \b — a\. 



Ora: 



00 



2 dr+2(& a)'+2r 
r=0 



oo 

: 2 rf,(6_a)'=/'(6)-/'(a)-(ò-fl)/"(«), 

1=2 



* V. p. 68. CesIro, Corso di analisi algebricoy^, 149-15Ct 
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quiodi dalla relazione precedente si ha: 



fib)-f{a) 
b — a 



- r («) 



<Mh< — . 



Nello stesso modo si ottiene, per \ e — a\ <h\ 



f{c)-f{a) 



c — a 



-ria) 



< 



2 ' 



quindi: 



m-fia) f{c)-f{a) 



b— a 



e — a 



<ff. 



143. Se una funzione analitica f(x) è rego- 
lare in una corona circolare^ il suo valor medio 
su qualunque circonferenza concentrica alla co- 
rona e in essa contenuta è indipendente dalla scelta 
di questa circonferenza. 

Siene Pi e p2 < pi i raggi dei due cerchi che li- 
mitano la corona, il cui centro supporremo per 
semplicità nell'origine, e scegliamo due raggi qua- 
lunque p, p > p compresi fra Pi e p2. Presa poi 
una quantità <r ad arbitrio, e determinata h in 
modo che sia soddisfatto il lemma precedente per 

la corona compresa tra le circonferenze p, p, sce- 
gliamo un numero intero positivo m tale che sia: 



P— P_ 



m 



o<h, 



ed un altro n tale che, posto: 



2/U 

^n = e'^ , 
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sia: 



Pi I 1 — «n I < A. 



Se poniamo p 4- 8 = p', e inoltre : 

r-fl 



a p = a, a p' = 6 



a 



n 



p = (?, 



sarà, qualunque sia il numero r: 



6-a I = 



r , r 

a p — a p 



= p' — p=:8<A, 



r+1 »• 

a p — a p 



M 



W 



c — a ) = 

= p I 1 — a» I < Pi I 1 — a« 1 < A, 



e quindi (art. 142): 

I fKA-f(\A 



f{C^)-f[0) 



\ (p' - p) 



a 



r+1 



n 



P-«„P 



<s 



ossia, moltiplicando per "^ (p' — p) = ^ : 



P(*n 



^-iì[(4-rM-r("M] 



(TO. 



Sommiamo da r = ad r = 2** — 1, sostituiamo 
alla somma dei moduli il modulo della somma, ed 
osserviamo che: 



2«— 1 



L(f['T^)-f (':>])-<>■• 



Teoria generale delle funzioni analitiche. 137 



avremo : 

2'»-l , . X 2«— 1 



Lf«^')- I.f{<^) 



<2'^^5, 



r=0 ^ " ' r=0 

e quindi (art. 97): 

|M„/-(p')-M„/'(p)|<<iS, 

donde, passando al limite: 

|M/'(p')-M/'(p)|-»8. 

Analogamente, se si pone: 
da cui: 

p(m-l)_f_ 0=7, 

si avrà: 

IM/'Cp") -Mf(p') 1-^8, 
I « f (P'") - M Ap") |-<t8, 



|M/"(P )-M/'(f('»-i))|^<T8, 

e di qui, sommando e sostituendo il modulo della 
somma alla somma dei moduli: 

1 M/"(p)— M/*(p) I t^m(iÒ=cr(p— p)< g(pi -P2). 

Ma <r è una quantità arbitrariamente piccola, 
quindi: 

f*fij)=fàf(p). 
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1 44. Una funzione analitica regolare in tutta 
una corona circolare di centro p è rappresentabile 
in tutti i punti di essa mediante una serie di po- 
tenze intere positive e negative di x — p (teorema 
di Laurent). 

Sia f{oo) la funzione data, e sieno Pi, F2<pi i 
raggi dei cerchi che limitano la corona circolare 
considerata C, il cui centro supporremo per ora 
essere Torigine. Indicando con Xq un punto interno 
della corona, la funzione: 

oto) = ^tf(^)-/-(^.)] 
^^ ^ X — Xq 

è regolare in tutta la corona. Infatti: 

1 



^, [/'(^)-/'(^o)L 



X — Xq 



sono funzioni analitiche aventi per campo d'esi- 
stenza rispettivamente l'intero piano escluso il 
punto air infinito, il campo C (o un campo che lo 
comprende), e l'intero piano escluso il punto a:^, 
quindi (art. 130) cp (a?) sarà una funzione analitica 
regolare in tutto il campo C escluso al più il ponto 
Xq. Si può però dimostrare che essa è regolare an- 
che in Xq. Per x abbastanza vicino ad Xq si ha: 

f{x)=f{x,) + '^^:^f'{Xo) + 

da cui: 

fix) - fix,) = (x- Xo) Q(x- a-o) 
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(dove Q {x — ^o) indica una serie di potenze in- 
tere e positive di x — x^, inoltre: 

a? = a?0 f (x — x^ ; 

ne segue: 

? (a?) = [a?o + (0? a?o)] Q{x^ a?o), 

che dimostra Tasserto. 

Ciò premesso, si ha, per P2 < P2' < I ^0 I <Pi' < Pi 
(art. 143): 

M cp (p/) = M cp (P2'), 
ossia : 

-. Fi'[/'(P i')-/^(a^o)l _u F2'ff(P2')-/^(a?.)] 
m .^ — HI 

Pi - «0 pg - a?o 

o ancora (art. 99): 

Pi — ^0 Pi — ^0 



Applicando le (1), (2), (3) dell'art. 104, si ha di 
qui: 

~ a:,*M^-A^o)=-,".a'o-*l«[P2'V(P2')]. 

h=0 Pi " A=l 

Ora la funzione x^f{x) per ogni valore intero 
positivo, nullo o negativo di A è regolare nella 
corona 0, quindi, indicando con p una quantità 
qualunque compresa fra pi e P2, sì ha (art. 143): 

W [Pl'* fM] = «« [P2'* f (P2')] = M [p'' /-(p)], 
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sicché dalla relazione precedente risulta, scrivendo 
X invece di x^: 

f(x)= ~ a;*M[p-"/(p)], 

, h-=z- CO 

ancora, indicando con ah la quantità costante 
M[(p-''/^(p)l: 

00 

f(x)^ 2; ahX^. 

7i=— oo 

Se la corona circolare, invece che l'origine, ha 
per centro un punto p, lo sviluppo assume la forma: 

oo 

f{x)= 2 ah(a:-p)^. . (l) 

A=-00 



La formola può anche scriversi così: 
f{x) = p,(x-p) + Pi{^^)\ 



(2) 



dove le Pi, P2 sono serie di potenze rispettiva- 
mente di X — p e di , e la Po manca del 

x—p 

termine costante. 

145. Supponiamo che una funzione analitica 
f{x) ammetta un punto singolare p isolato ^ cioè 
tale che si possa descrivere un cerchio col centro 
in ;>, in tutti i punti del quale, tranne p stesso, 
la f{x) sia regolare. Tali sono, p. es., i poli (arti- 
colo 140). — Detto Pi il raggio di quel cerchio, 
e descritto, col centro in ;?, un altro cerchio di 
raggio p2 arbitrario, purché minore di Pi, nella co- 
rona circolare così determinata la f{x) si com- 
porta regolarmente, e quindi in tutti i punti di 
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[ite l'eaproBBione {2) 
ulochè }> è un polo 
, i'2 è nn polÌDomio 

a. In ogni caso la 

]i caratteristica del 

roprietà che la dif- 
considerata non ha 
to p. * 

un punto singolare 
into limite dell' in- 
ìiali della funzione. 
) limite dell'in 



no eaiatono poli, e 
la funzione è, in va- 
quantità arbitrarìa- 

può rappresentarsi 
[1), (2) dell'art. 144. 
eluso il punto p) la 
asolato inferiore ad 
Qdo il teorema dei- 



dei ponti ainKolftri di 
hioao, fi è un ponto di 
', la faDzione può rap- 
re : dip(ÌI ponto f' 
ize positÌTe e ne 
lo ogniqualvolta 
lìle, oltrepatsa ui 
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Tart. 103 alle serie P^, P^ si avrebbe per ogni 
valore di r : 

I ar I ^— . 

Ne segue — tenuto conto che p2 è arbitrariamente 
piccola — che ar , per ogni r negativa, dovrebbe 
essere nulla; la f(x) si ridurrebbe allora ad una se- 
rie di potenze positive di a? — p, e però sarebbe re- 
golare in p. Dunque, qualunque quantità finita A si 
prenda, devono esistere, anche in questo caso, in 
ogni intorno di p punti in cui \f(x)\> A. 

Dopo ciò, siccome in p anche la funzione fixj—l, 
dove l è una costante qualunque, ha una singola- 
rità della stessa natura di quella della f{x)j po- 
trà dirsi lo stesso (art. 138) della -rj-r ;; e però 

t(x)—C 

in ogni intorno di p vi saranno punti in cui questa 
ultima funzione è arbitrariamente grande in valore 
assoluto, ossia in cui f{x) s'avvicina quanto si 
vuole ad /. 

Concludendo : 

In ogni intorno d/ un punto singolare essenziale, 
che non sia punto limite di punti singolari essen- 
ziali^ la funzione si avvicina quanto si vuole a 
qualunque valore prefisso (teorema di Casorati). * 



* Non è fciusto chiamare questo teorema, come fanno 
alcuni autori, teorema di Weibrstrass, avendolo Casokati 
dimostrato per primo. (Teorica delle funzioni di variabili 
complesse^ Pavia, 1868, § 88 ; Un teorema fondamentale n^la 
teoria delle discontinuità delle funzioni^ Rend. delPIst. Lomb., 
Serie II, Tomo 1, 1868, pag. 123-125.) V. Bertini, Canm^ 
tnorazione del Comm, Prof. Felice Casorati, Rend. del|?lflt| 
Lomb., Serie II, Tomo 25, 1892, pag. 1206-1236. 



T^tria. wmtrah di: ■ ^)m^,, ^,^ Hkìie. ^S 

me .^^__ " singolare, 

,1, di cai le 

i affatto qua- 

""*■'*" col centro in 
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a? = una singolarità essenziale. Posto x = r 6»V, 
si ha: 

Prese quindi ad arbitrio, come nell'art, prec, p 
e <y^ A non potrà scegliersi in modo del tutto ar- 
bitrario, ma sarà soggetto alla condizione che la 
sua parte reale sia algebricamente minore di Ig p. 
148. Un'altra forma che si suol dare al teo- 
rema dell'art. 146 è la seguente: Il limite a cui 
tende la funzione quando la variabile si avvicina 
ad un punto singolare essenziale dipende dalla di- 
rezione secondo cui essa va verso questo punto. 

Tale enunciato però non è esatto, giacche può 
avvenire che, andando ad un punto singolare in 
una medesima direzione, cioè secondo linee aventi 
in quel punto la tangente comune, il limite a cui 
tende la funzione sia diverso a seconda della di- 
versa curvatura delle linee nel punto stesso. * 

Consideriamo p. es. la funzione fix)=^(^^ che 
ha un punto singolare essenziale nell'origine. Po- 
sto x = u + i y, dove u Q V sono reali, si trova: 

f (a» = .» = e^' [ eoa -,-~-, - i sen ^^^J . 

Se si va all'origine lungo l'asse reale positivo 
(w>0, t; = 0), la funzione tende ad cx>; se invece 
«i segue r asse reale negativo (w < 0, t; = 0), la 
funzione ha per limite 0. 



* VlVANTI 206. 
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Si vada ora all'origine lango una retta la cui 
equazione sia v=^hu. Per un punto di questa 
retta si ai^rà: 

f(a;) = f{ti(l + ih))== 
= e«™ [ eoa -(^ *.-^^ - i 8en -~^j • 

Al tendere di w a zero, il modulo della funzione 
tende ad oo se la retta sta nel Po nel 4° qua- 
drante (m > 0), a se sta nel 2** o nel 3<* (u<6); 
il suo argomento cresce indefinitamente in senso 
positivo o iu senso negativo secondochè la retta 
sta nel 3® o nel 4'* quadrante (v < 0), oppure nel 
V nel 2° (t?>0). 

Infine, se si segue l'asse imaginario positivo o 
negativo, l'argomento cresce indefinitamente in 
senso negativo o positivo, mentre il modulo si 
mantiene costantemente eguale ad 1. 

Supponiamo ora di andare all'origine lungo una 
circonferenza avente il centro sull'asse reale, ad 
una distanza a dall'origine, e quindi tangente al- 
l' asse imaginario. L'equazione di questa circonfe- 
renza è: 

u^ -^ v^— 2 a w = 0, 
e si ha per un punto qualunque di essa: 

donde si vede cbe su quella circonferenza il mo- 
dulo della funzione si mantiene costante ed eguale 
_i_ 

ad e2«. 

Vi VANTI. 10 
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Il valor costante del mi)dulo della fanzìone è 
diverso sulle diverse circonferenze tangenti nel- 
l'origine all'asse imaginario, e prende tutti i va- 
lori possibili da ad cx) quando si considerino 
tutte le circonferenze di tal natura poste sì a de- 
stra che a sinistra di quell'asse. 



Le funzioni razionali 
considerate come funzioni analitiche. 

■ 

Le espressioni aritmetiche. 

1 49. La definizione, apparentemente piuttosto 
artificiosa, di funzione analitica fa nascere il de- 
siderio di vedere se, e fino a qual punto, il nuovo 
concetto di funzione si accordi con quello che e 
usuale nell'Analisi algebrica. 

Le funzioni uniformi che si presentano nell'Al- 
gebra sono essenzialmente le funzioni razionali e 
le somme di infinite funisioni razionali. * A queste 
adunque noi dovremo ora rivolgere la nostra at- 
tenzione, per vedere se, e sotto quali condizioni, 
esse possano considerarsi come funzioni analitiche. 

150. Una funzione razionale intera: 

/'(^) = «0 + «1 ^ + «2 ^^ + • . . + am ^'^ 

è un caso particolare d'una serie di potenze con 
raggio di convergenza infinito, e però genera «na 



* Menò comani sono i prodotti di infinite funzioni rkùo- 
nali, e le frazioni contìnue infinite i cui elementi 8oiio|^^tir 
2Ìoni razionali. 
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funzione - analitica rappresentata completamente 
dall' elemento generatore. Tale funzione non ha al- 
cuna singolarità a distanza finita, quindi (art. 137) 
-— se non si riduce ad una costante,-^ il punto 
all'infinito sarà per essa un punto singolare. Sic- 
come poi: 

non contiene potenze positive di a? e quindi è re- 
golare nel punto all'infinito, cosi (art. 138) questo 
punto è un polo d'ordine m per la fipc). 

Dunque: Un polinomio di grado m è una fun- 
zione analitica regolare in tutto il piano, fatta 
eccezione pel punto all'infinito che è per essa un 
palò d'ordine w. 

151. Dalle cose dette risulta una dimostra- 
zione semplicissima del teorema di Gauss. 

Abbiasi l'equazione algebrica: 

/*(a?) = ao + ai a? + «2 ^^ ■+■ • • • 1- «^ ^"' = 0. 

Poiché la funzione analitica f{co) ha un polo 

nel punto all'infinito, la sua reciproca -^-r— : sarà 

f(x) 

regolare in questo punto. Essa quindi (art. 137) 
deve avere almeno un punto singolare e a distanza 
finita, ma questo nou può essere «e non un polo, 
perchè in esso la f{x) è regolare. Ne segue (ar- 
ticolo 139) che f(x) si annulla in e. 

Dunque la f{x) ha certamente una radice. 

Di qui si deduce in modo noto che f{x) si scom- 
i pone in m fattori lineari. 
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152. Una funzione razionale fratta è un quo- 
ziente di due polinomi : 

fixS = ^^^^ — ^ + «1 ^ ^ «2^^ + - ■ ' "'- ^»> ^'^ 
+ (^) ~ *o + ^1 ^ + *2 ^* -»-••• + *« ^" ' 

che possiamo sempre supporre ridotto ai minimi 
termini, e dove am =|= 0, bn =|= 0. 
Poniamo (art. 151): 

dove: 

ki + h + *" + ^r = n; 

poiché la funzione analitica '^ (x) è regolare in 
tutto il piano, tranne il punto all'infinito, in cai 
ha un polo di ordine n, e i punti Ci, c^, . . . , Cr sono 
tutti e soli i suoi posti-zero, degli ordini rispetti?! 

/ti, ^2) • • • , A:r , la sua reciproca t-t— r sarà rego- 
lare dappertutto eccettochè nei punti Ci, Cg, ... , Ci- 
che saranno per essa dei poli degli ordini rispet- 
tivi Al, ^2, . . . , Ar (art. 139). In altre parole, la 

^ — r è regolare dappertutto fuorché nei punti a, 

e (^Zl^* è regolare anche in oh (art. 138) 

e non si annulla in questo punto. Poiché inoltre 
9 (07) é regolare in ogni punto posto a distanza 
finita, e non s'annulla in alcuno dei punti ca, 

il prodotto <p {x) — y— sarà regolare in ogni punto 

a distanza finita, tranne i punti ca , e il prodotti^ , 
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? (^) n~{ — sarà regolare e non si annullerà 

in ch; ossia f{a)) sarà una funzione analitica rego- 
lare in ogni punto a distanza finita, tranne i punti 
^h ^2, . . . , Cr , che saranno per essa dei poli de- 
gli ordini rispettivi ii, k^^ . , , ^Icr . 

Per istudiare il modo di comportarsi della fun- 
zione nel punto all'infinito, facciamo la trasforma- 

1 

zione cc = —:: avremo : 

a?' 



fi-)-f[^)= 



am 



«1 «2 ^ 

" X' X^ X»* 

^0 I r 1" ro I • • • I } 



bn + bn-\ x' + ... + bi a;'"-i + b^ a?'« 

Osservando che nessuno dei due termini di questa 
ultima frazione si annulla per x' = 0, si conclude, 
come prima, che il quoziente è regolare e diverso 
da zero per x' = 0. Ne segue che per n — m^O 

n— 7| è regolare nel punto a?' = 0, ed ha ivi, se 

n>w, uno zero d'ordine n — iw, per n — m<0 
ha in questo punto un polo d'ordine m — n. Quindi 
la f(x) è regolare nel punto all'infinito se w^^w, 
ed ha in esso, quando m<n, uno zero d'ordine 
n — m; invece ha un polo di ordine m — n in 
quel punto se m > u. 

E da notarsi che, quando uno zero od un polo 
«-uplo si contino per s zeri o per s poli, nel caso 
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di m^n il Dumero totale degli zeri della f{x) è 
w, cioè gli tn zeri di ?(^), ed uno zero d'ordine 
n — m nel punto all'infinite, — ed il numero to- 
tale dei suoi poli è i^ + Ag + . . . + A^r , ossia n ; 
nel caso di m > w il numero totale degli zeri è 7«, 
cioè gli zeri di <& (a?), e quello dei poli è pure m, 
cioè ^1 + A:2 + . . . + ir + (w -— w). 

Anche nel caso più semplice d'un polinomio 
di grado m (art. 150) si ha un polo m-uplo ed m 
radici. 

liiassumendo dunque, può dirsi che: 

Le funzioni razionali (intere o fratte) non hanno 
altre singolarità che dei poli; e il numero dei loro 
poli, compreso eventualmente il punto all'infinito, 
è eguale a quello dei loro zeri (tenuto conto del- 
l'ordine di moltiplicità degli uni e degli altri). 

153. Reciprocamente, ima funzione analitica 
non avente altre singolarità che dei poli è una 
funzione razionale ; e, in particolare^ una funzione 
analitica avente un polo aW infinito e regolare del 
resto dappertutto è un polinomio. 

Dimostriamo dapprima la seconda parte. Se m 
è l'ordine del polo all'infinito della funzione f{x) 
regolare in ogni altro punto, si avrà (art. 138) 
nell'intorno del punto all'infinito: 

f{oc) = do 00'*' f di x»»'^ + ... + dm-ix f rf,„ + 

X x^ 

La differenza: 
f{x) — (do Xm + rfi a?»'»-i + . . . + dw-i od) 
è regolare nel punto all'infinito e non ha 



alt£|J 
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igolarità, quindi (art. 137) si riduce ad una co- 
lute, la quale non è altro che dm* Sì ha dunque : 

f(oo) = do X»' + dx a?»*-i + . . . 4- dm-l ^ + dm. 

Abbia ora la funzione dei poli qualunque. Essi 
.ranno in numero finito^ giacche altrimenti (ar- 
colo 5) ammetterebbero almeno un punto limite, 
quale (art. 140) sarebbe un punto singolare es- 
mziale. Siene dunque i poli Ci, e?, . . . , Cr , e i 
»ro ordini rispettivi ij, A2, . . . , kr ; inoltre, per 
ipporre il caso più generale, abbiasi un polo di 
fdine s all'infinito, essendo 5 = se la funzione 
d'infinito è regolare. 

La funzione f {x) (x — c)^« sarà (art. 138) rego- 

ire nel punto Ci; inoltre, siccome (art. 150) (x - Ci)^'» 

on ha altre singolarità che un polo di ordine ki 

ir infinito, e non s' annulla in altri punti oltre Cj, 

X f(x){x — Ci)^'» non avrà altre singolarità che 

iu polo d'ordine s + ki all'infinito e dei poli 

legli ordini Atj, ^3, . . . , ir nei punti C2, C3, . . . , Cr . 

llpetendo lo stesso ragionamento, si conclude che 

a funzione: 

f {x) {pc — Òi)^' (X — Cg)^* ...{X — Cr Y^ 

lon ha altre singolarità che un polo d'ordine: 

s + Ari + ^2 + . . . + A;r 

iir infinito. Essa quindi, per ciò che si disse poco 
luzi, sarà un polinomio o(^), e si avrà: 

fr^. ^ _?.(^) 

'^ ' (a? — ci)^' (a; — cg)*^^ , . . (a? — cr )^> ' 
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1 54. Diremo espressione aritmetica una somma 
di infinite funzioni razionali, e campo di conver- 
genza di essa la parte del piano in cai essa è 
convergente. 

E importante osservare che il campo di conver- 
genza d'un' espressione aritmetica può non essere 
connesso^ cioè constare di più pezzi separati ; tale 
è qitello dell'espressione aritmetica: 

che consta della parte del piano interna al cerchio 
di raggio 1 col centro nell'origine, e di quella 
esterna al cerchio stesso. 

155. Abbiasi un'espressione aritmetica: 

F(a?)= ~ 9^(0;), (1) 

h=\ 

la quale sia equiconvergente in un intorno circo- 
lare, di raggio p, d'un punto e. Entro questo in- 
torno nessuna delle funzioni razionali ^h (x) potrà 
avere poli, e però ciascuna di esse potrà svilup- 
parsi in una serie di potenze di x.—- e convergente 
entro il cerchio p: 

<pA (x) -= Pa (a? -— e) ; 
inoltre (art. 105) la serie: 

F{x)= 1 Ph(x-c) 

potrà trasformarsi in una serie. di potenze: 

F(x) = P(x — c\ 
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la quale sarà convergente neirinterno del cerchio 
p. Facciamo la stessa cosa per un punto d interno 
al cerchio p; otterremo per tutti i punti x d'un 
certo intorno Pi di d: 

F{x)=Q(x- d), (3) 

dove Q denota una serie di potenze. Per un punto 
X' comune ai cerchi p, pi sussisteranno insieme le 
(2), (3), sicché si avrà: 

P{x'-c)=Q(x'-d). 

Ma d'altra parte: 

P(a?-c) = P(x — c|rf — e), 

quindi: 

P(x — c\d — c) = Q{x-d\ 

Ambi i membri sono serie di potenze di x --d^ 
e l'eguaglianza deve aver luogo in tutto un certo 
intorno di d'^ quindi (art. 95): 

P(x — c \d-c)^Q(x- di 

Proseguendo il ragionamento allo stesso modo, 
si vede che: 

a) Per ogni punto e nell'intorno del quale 
l'espressione analitica è equiconvergente^ può tro- 
varsi una serie di potenze avente lo stesso valore 
di essa in tutti i punti d'un intorno di e; 

b) Se C è un campo connesso, contenente il 
punto e, e in questo campo l'espressione aritmetica 
è equiconvergente^ le serie di potenze che la rap- 
presentano negV intorni dei vari punti di C sono 
le serie dedotte da quella che la rappresenta nel- 
V intorno di e, cioè sono gli elementi di una me- 
desima funzione analitica» 
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Più brevemente: Se un^ espressione aritmetica 
F{x) è equiconvergente in un campo connesso C, 
può trovarsi una funzione analitica f(x) che la 
rappresenta in tutto quel campo. 

156. Si presenta ora una questione importante 
Può avvenire che l' espressione aritmetica I (a:), 
oltre che nel campo 0, sia equiconvergente in un 

altro campo G separato da C Partendo da un 

punto e del campo G si potrà trovare una funzione 

analitica fix) che rappresenta la F{x) nel campo 

G come la /"(.e) la rappresenta nel campo G. Ora 
esiste una relazione necessaria tra le due funzioni 

analitiche f(x)^ f(^)^ E, in particolare, se il 
campo d'esistenza della funzione analitica fioc) 

contiene, oltre a (7, anche G, le due funzioni f{x)^ 

f(x) sono necessariamente identiche tra loro? 

157. Per rispondere alla seconda di queste 
domande, premettiamo il teorema seguente della 
teoria delle serie. * 

Se Wi, «2, . . . ^ uYUi successione di quantità reali 

oo 

complesse^ tali che la serie 2 uh sia convergente 

divergente (ma non indeterminata), «i, n^, . . . 
una successione di numeri interi e positivi ere- 

m 

scenti f e se si pone ^ uh = Sm, la serie: 

V ^n/^-H + UnH-h2 -^ . . . + Unk*t ,-v 

h=\ Snh Suh*i 



* D'Abcais S. 
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> 

è sempre convergente^ e il suo valore è -^ se la 

^ Uh è divergente, -^ ^ se essa è conver- 

gente ed ha per somma S- 

La (1) può scriversi nelle fopme seguenti: 



~ rj L-] = fJ L]^.fA^J_ 

h=ì [Snh Owft+,J iSui Sn^ì IStti Sn^ 



4-... 



= -zz lim 



Ora lim Wr4-i = oo, e quindi: 



r=oo 



lini — — = lim -7^ , 
e questo limite è od -^ secondochè la serie: 

oo 

^ Uh 

h=\ 

è divergente oppure è convergente ed ha per somma 
S; sicché la (1) ha, rispettivamente nei due casi, 

il valore g- o -x ^ . 

0«, Otti '^ 

158. È da osservarsi che la (l) dell'art, prec. 
è ancora- convergente ed ha per somma ^- se, 

uni 

oo 

pur essendo la serie ^ Uh indeterminata, si ha: 

h=l 

~ lim I Sm I = oo. (1) 

m=oo 

L l 
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Ciò ha luogo in particolare ogniqualvolta il ter- 
mine generale della serie cresce indefinitamente 
in valore assoluto, cioè: 

lini I u,n I == oo. (2) 

Infatti la (2) può scriversi: 

lim I Sm — Sm-'ì I =<X>; 
m=oo 

ma: 

I Sm — Sm—Ì I — I Sm | "h | Sm. 1 | , 

sicché si ha: 

lim [| SmI + I Sm~i 1] = ^, 

m:=oo 

ossia: 

2 lim I S,n I = oo, 

m=oo 

che equivale alla (1). 

159. Abbiasi, dopo ciò, l'espressione aritme- 
tica: 

e questa sia convergente in un campo C, e io unj 
altro campo D sia divergente, oppure sia ìndeter 
minata ma in modo che sia: 



lim 

m=oo 



m 



oo. 



i 
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Pel teorema precedeiìte, l'espreBsìone aritmetica: 

G{x)= ? ^r (x), (2) 

rasi 

dove: 

^ 1 1_ 

Snr W Sn,,, (rr) ' 
m 

e le 7ir hanno il significato loro attribuito nel pre- 
cedente articolo, avrà lo stesso valore di: 

1 1 



Sn, (x) F(x) 

in tutti i punti del campo 0, lo stesso valore di 

1 

in tutti i punti del campo D* Osservando che 

— — ;-T, essendo una funzione razionale, è una fun- 

zione analitica avente per campo d'esistenza l'in- 
tero piano escluso un numero finito di punti (ar- 
acolo 152), si vede che G (x) è un'espressione arit- 
metica convergente nei campi separati C e Z>, la 
|iiale nel campo D è rappresentata dalla funzione 

Ì alitica , mentre nel campo C non è rap- 
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presentata dalla stessa fanzione analitica, * sebbene 
il campo di esistenza di questa comprenda anche 
il campo D. 

Se poi in particolare la (l) è equiconvergente 
nel campo 0, oltre al risultato negativo teste espo- 
sto, otteniamo anche il risultato positivo di aver 
determinato le due funzioni analitiche che rappre- 
sentano la G (x) rispetti Tamente nei campi Z) e 
C; giacche, detta f(x) la funzione analitica che 
rappresenta Pespressione aritmetica ^(a:) nel campo 
C, quella che rappresenta la G(x) nello stesso 

.11 
campo e 7,-7": — irrr • 

^ Sn,(x) f(x) 

160. Prendasi, p. es.: 

?/t (r) — x^^^, 

e quindi: 

CX)" 

F(x)= ^ x^-K 

Questa serie è convergente nel cerchio di rag- 
gio 1 col centro nell'origine; nei punti esterni a 
questo cerchio essa è divergente indeterminata, 
ina il modulo del suo termine generale cresce in- 
definitamente. Potremo quindi assumere come 
campo Cr interno del cerchio di raggio 1 col cen- 
tro nell'origine, come campo D l'esterno del ce v 



* Giacché, eseendo F{x) finita !n tutto il campo Ò, ai ^f 
per tutti i punti di questo campo: 

_1 1 u. l 
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chio stesso. Nel campo G si ha, come è noto: 

l 1 — X^^' 



— X 1 — X 

Allora, pel teorema dimostrato, l'espressione arit- 
metica : 

r=l 11 — X***- 1 — iC^»-*» J 



oo 



= (1_^) ^ Xnr(\^X^r*.-^^') 



j—1 (1 — x"^] (l — aj«»+>) 



sarà convergente tanto in C che in Z), e il suo 
valore sarà: 

in C, — (1 — x) ossia ^ 



in D, 






1 — rr^i ' 
0, ciò che è lo stesso, il valore di: 



00 



Tri \ ^ ^''Kl — rr«'*t-«') 
H{x)-= i 



sarà :; in C, e in /). 

ì—x»* ' 1 — X»' 

Prendasi in particolare Ur =2'*'="^; si avrà Te- 
spressione aritmetica: 

oo j'2»'-* 
I r=:l 1 — iC^*^ 

y 

là 
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X 1 

il cui valore sarà , in C, e in D. Ne 

1—x l—x 

segue che l'espressione aritmetica: 

avrà in C il valore + 1 e in D il valore — 1. * 
161. Rimane ora da risolvere la prima delle 
questioni che ci proponemmo nell'art. 156. A tal 
uopo dobbiamo ricordare il seguente teorema:*' 

Dato un cerchio nel piano della variabile com- 
plessa X ed un altro cerchio nel piano della va- 
riabile complessa x\ e sempre possibile trovare una 
sostituzione lineare che trasformi il primo cerchio 
nel secoìido e V interno delV uno nelV interno del- 
V altro. 

Uno dei due cerchi, ed anche ambidue, possono, 
in particolare, avere raggio infinito, cioè ridursi a 
linee rette. 

Abbiansi, dopo ciò, n cerchi Ci, C^, . . . , C», e 
dicasi Gq la parte del piano esterna a tutti questi 
cerchi. Siene date inoltre ad arbitrio n+ \ espres- 



* La serie K{x) fa indicata da J. Tannery a "Weikr- 
STRASS nel 1881 (v. Weierstrass 216). La serie H(x) era 
stata p^ià considerata da E. Schroder nel 1876 (Weierstrass, 
ivi). V. anche Prinqsheim 170. 

** Per la dimostrazione vedi : G. Holzmueller, Einfii^ 
7Hing in die Teorie dei" isogonalen Verwandtschaften liw' 
der conformen Abhildungen^ Leipzig 1882, p. 61 e Be^i^g'. 
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sioni aritmetiche Fq {x), Fi (x), ...,Fn (x) tali, che 
Fr (x) (r ^= 0, 1, . . * , w) sia equiconvergente nel 
campo Cr . Potranno trovarsi n 4- 1 funzioni ana- 
litiche /d (a?), fi (x)f ^ ..ifn{x) tali, che : 

fr{x)ir = 0, l,...,n) 

rappresenti Fr (x) nel campo Cr ; di più potranno 
determinarsi r sostituzioni lineari tali, che la: 

, arx + br . . „ V 

trasformi il cerchio Cr nel cerchio di raggio 1, 
col centro nell'origine, del piano x\ e l'intèrno 
del primo nell' interno del secondo. Allora l'espres- 
sione aritmetica: 

avrà il valore + 1 nell'interno del cerchio Cf* e 
il valore — 1 all'esterno di esso; e l'espressione 
aritmetica : 

mi*à eguale ad JV (aj) (r = 0, 1, 2, . . . , n), e quindi 
larà rappresentata dalla funzione analitica fr (x)^ 
lel campo Cr. 

Concludendo, si può sempre costruire un'espres- 
ioné aritmetica che sia rappresentala in parti se- 
parate del suo campo di convergenza da funzioni 
nalitiche scelte ad arbitrio. E però tra le f un- 
ioni analitiche che rappresentano una medesima 

VlTAWTI. Il 
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espressione aritmetica in parti separate del suo 
campo di convergenza non esiste alcuna relazione 
necessaria. 

162. A risultati analoghi si giunge conside- 
rando una forma assai meno comune di espressioni 
aritmetiche, le frazioni continue i cui termini sono 
funzioni razionali.* 
Consideriamo la frazione continua: 

a = pfg ^ . (1) 

pq 

p.^g ^L^ 

p + q — ... 

• Qualunque sieno le quantità p, g^ purché dì 
modulo diverso, essa è convergente. Indichisi con 
«w la ridotta n-esima; si avrà: 

P Q 
^n=^p + q — 



«««r 



da cui: 



^n-p— (a«-l — p\ 

«w — g == {^n-l — q)t 



e quindi: 



^ n — p q^ «fi^l — p 

^n — q p «n-i — q ' 
Di qui, osservando che ^i=p + q^ si ha : 



a,i — p (_Q_Y 



* Leech 100. 
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Al tendere di n ad iafinito, il secondo membro 
tende a zero o ad infinito secondochè | i? I > | <7l 
oppure I p I < I «7 I . Nel primo caso si ha dunque : 



nel secondo: 



ar= lim a„=jo» 



a = lim «ti = q, 

n=cx) 



Pongasi ora nella (1): 

p = ^ (x), q = '^ (r), 

dove le <p (a:), 4^ (r) sieno due funzioni razionali. 
La (1) diverrà un'espressione aritmetica: 

F(.)=f(.)+m- '^'^^^'^ . (2) 

L'equazione: 

l?W 1 = 1 1(^)1 (3) 

rappresenta una curva od un sistema dì curve y, * 



* Poniamo ?te) = jg|, +(x)=-J^g, dove niA 

P2(^S 4*1 ^^)> "^ii^) denotano dei polinomi, e le frazioni 8Ì 
suppongono irridncibili. La (3), sotto forma intera, sarà: 

Facciamo come sempre x = u -\- i t\ e separiamo nei pro- 
ietti che figurano nei due membri le parti reale e imagi- 
narìa : 

?i {x) ^2 (i^) = /* («»«') + »^ 0^ ^h ?2 (^) 'h (^) = p («» ^') + **' («^^") ; 

la («> diverrà: 

fi.'' (w, v) + v2 (w, V) - /=2 {H, V) - 0» (i/, v) = 0, 

ìhe Bara l'equazione cartesiana della curva y. 
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che dividono il piano in due o più campi sepa- 
rati, in alcuni dei quali | <p (x) I > 1 'H^) I » "i^"' 
tre negli altri ! ? (x) ! < ']^ (.r). Diremo G i primi, 
D i secondi. Nei campi C si avrà F(x)=-^{:r\ 
nei campi D invece F(x) = '^^(ì). 
Facciamo p. es. : 

© (a:) = a: — 1, ^^ Or) = a; ^- 1 ; 

l'equazione (3) rappresenta il luogo dei punti 
equidistanti dai punti + 1 e -- 1, cioè Tasse ima- 
ginario. La regione C è l'insieme dei punti che 
distano più da + 1 che da — 1, cioè la parte del 
piano a sinistra dell'asse imaginario; la regione h 
è quella a destra di osso. L'espressione aritmetica: 

r^ — 1 
F(x) = 2x-^ ^-^— - 



tà '30 "~~- • • • 

è rappresentata da x —\ a sinistra, da re + 1 a 
destra dell'asse imaginario. 
Facciamo invece: 

cp (ir)= jr^ — 1, I {x) == a^, 

dove a è una costante reale e positiva; la (3) 
rappresenta una ellisse di Cassini i cui fuochi 
sono i punti ± 1. Nell'interno di essa si ha: 

^ \x^-l\<a\ 

all' esterno | a;^ — 1 | >a^; quindi l'espressione 
aritmetica : 



F{x) = x^-l'\ a^ — 



o 1^2 «M.^^~l) 
x^ — 1 -f a^ 



x^ — l-ta^'- 

è rappresentata da a^ all'interno, da x^ — 1 allV* 
sterno della curva. \ 



Teoria generale delle funzioni analitiche, 165 



Generalità sullo studio sistematico 

delle funzioni anaKtiche. 

Proprietà fondamentali delle funzioni intere. 

163. Il risultato ottenuto per le funzioni ra- 
zionali (art. 150, 152, 153), che esse sono le sole 
funzioni le quali hanno soltanto singolarità po- 
lari, ci mostra quale influenza abbiano la natura ed 
il numero dei punti singolari d' una funzione sulla 
forma analitica di essa, e ci suggerisce di pren- 
dere a fondamento d'una classificazione sistema- 
tica delle funzioni analitiche la natura ed il nu- 
mero delle loro singolarità. Una tale classificazione 
si riassumerebbe nello specchio seguente: 

A. Funzioni senza singolarità. 

B. Funzioni con soli poli: 

1. Funzioni con un solo polo: 

a. all'infinito; 

b. a distanza finita. 

2. Funzioni con un numero finito di poli. 

3. Funzioni con infiniti poli. 

C. Funzioni con singolarità qualunque: 

1. Funzioni con un solo punto singolare: 
a. all'infinito; 

ò. a distanza finita. 

2. Funzioni con un numero finito di punti 
singolari. 

3. Funzioni con infiniti punti singolari: 

a. funzioni con infiniti poli ed un solo punto 
dìngolare essenziale; 
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valore reale e positivo di a;, come è evidente dalla 
forma del suo sviluppo; inoltre, se si annullasse 
per a; = a?i, essendo: 

e^i ef^-^x = e* , 

ed e*""-^» finita, sarebbe e'* = per qualunque Ta- 
lore di x. 

Di qui nasce spontanea la domanda, quale sia 
la forma più generale delle funzioni intere prive 
dì radici. 

Sia f{po\ una funzione intera la quale non ab 

bia alcuna radice. La sua reciproca -irj—^ non am 

alcun polo (art. 139); e non potendo avere nep- 
pure punti singolari essenziali a distanza finita, 
giacche questi sarebbero tali anche per /^ (a?), sarà 
Vin^ funzione intera. Essendo intera anche (arti- 

f (^) 
polo 164) /"(a:), lo sarà pure (ivi) ^. . ,eco8Ì('v') 

V integrale di quest'ultimo rapporto; cioè, posto: 

ff (x) sarà unei, funzione intera. Se facciamo poi: 

effi^) = h (x), 

h {x) potrà (cfr. art. 115) trasformarsi in una serie 
di potenze convergente in tutto il piano, cioè sarà 
una funzione intera. Dopo ciò si ha (ivi): 

h' {x) - h ix) g' {x\ 

^ quindi: 

f'^ h' ix) 
f(x) A (Ir)' 
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ossia : 

f {X) h' {x) — h (0?) f (a?) = 0. 

Moltiplicando per la funzione intera 7.2T~V ®^ ^^ • 
f{x)W(x)-h{x)r{x) _ 

P {X) 

Ora il primo menjbro è (art. 135) la derivata 

h(x) 
di ^/ X» donde segue (art. 108) che questo rap- 
porto deve ridursi ad uua costante: 

Bi ha dunque: 

f{x) = ^h{x) = ^e<'(-\ 

od anche, omettendo il fattore — e sostituendo a. 

O 

g (x) un'altra funzione G{x) che ne differisce sol- 
tanto per una costante: 

/^(a7):-6<?(^).* 



* Il ragionamento esposto si applica, senza variazione 

alcuna, ad una serie di potenze P{x) convergente in un cer- 

P' ix) 
chio C e priva di radici entro di esso. Posto -^ — - = Q' (.r), 

F{x) 

anche Q' (a?), e quindi anche Q (a;), ò convergente efltro C, 
p 9Ì ha, a meno d' un fattore costante ; 

,p{x) = eQ^'^K 



170 Parte seconda. 



Cioè: Ogni funzione intera priva di radici è 
un esponenziale il cui esponente è una funzione 
intera, 

166. Stabilita resistenza di funzioni intere 
prive di radici, dobbiamo studiare quelle che am- 
mettono radici, ed esaminare se, e sino a qual 
punto, la conoscenza delle radici d'una funzione 
intera permetta di assegnare la forma analitica 
dì essa. 

E noto che, date le radici d' un polinomio, que- 
sto è determinato a meno d' un fattore costante. 
Nel caso delle funzioni intere trascendenti pos- 
siamo dire sin d'ora che l'indeterminazione cas- 
sai più grande ; giacche tutte le funzioni intere che 
differiscono tra loro per un fattore esponenziale 
(così chiameremo un'espressione della forma «^<^\ 
in cui g{x) è una funzione intera) hanno le stesse 
radici. Vedremo però che a ciò si limita tutta la 
indeterminazione; che cioè una funzione intera, di 
cui sono date le radici, è determinata a meno sol- 
tanto d'un fattore esponenziale.. 

167. Cominciamo da un caso semplice; quello 
in cui il numero delle radici è finito. Sieno esse 
Cu <::2, . . . , Cn , intendendo che in questa serie cia- 
scuna radice figuri tante volte quante unità con- 
tiene il suo ordine, sicché le e non sono tutte ne- 
cessariamente differenti. 

Sia f{x) la funzione cercata, e pongasi: 

<p {x) = {x - Ci) {x — C2) . . . (a; — e» ). 

f(x) 
Il rapporto — 7-r è una funzione intera priva di 

^ (^) . 

radici. Anzitutto in un punto d diverso dai punti J 
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Ci> c^2^'»*'iCn f{x) è diversa da zero ed —r-r è 

regolare e diversa da zero, sicché anche —7-^ è 

regolare e diversa da zero. Sia ora Ci uno zero 
d'ordine r, sicché Ci^^ €2 = . . , = Cr; si avrà : 

? (^) = (^ — CiY {x — c,'+i) {x - Cr+2) ... {x - (fn ) = 

* 
dove ^^^ix) è un polinomio che non s'aunulla in Ci, 
— inoltre (art 139) nell^ intorno di Cj: 

f{x) = {x-c,yP{x-c,\ 

dove P{x ~ Ci) è una serie di potenze di x — c^ 
convergente in tutto il piano che non s'annulla 
nel punto Cj. Ne segue: 

7~T "^^ -L yX — Ci) Y . z , 

? {x) '^ (x) 

ed il secondo membro è regolare e non s'annulla 
nel punto c^. Analogamente per gli altri punti e. 
Si avrà pertanto (art. 165): 

dove (;{x) denota una funzione intera, che d'al- 
tronde può essere qualunque, e quindi : * 

f{x) = eff^''^^(x)=eff^''Hx — Ci){x-C2)...('^ ' Cn), 
o, ciò che è lo stesso: 
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168. Abbia ora la funzione intera f(x) infi- 
nite radici. Queste formeranno un insieme isolato 
(art. 127), e quindi numerabile (art. 41), il quale 
avrà per unico punto limite il punto all'infinito 
(art. 127); e però ogni campo finito conterrà sol- 
tanto un numero finito di esse (art. 5). Potremo 
pertanto ordinare le radici in serie semplice come 
segue : Prendiamo una successione di quantità po- 
sitive indefinitamente crescenti pi, P2, . • . Vi sarà 
un numero finito di radici di modulo ^ Pi ; dispo- 
niamole in ordine di modulo crescente, restando 
arbitrario l'ordine relativo di quelle aventi egual 
modulo. Siene tali radici C\, c^y . . . , Cn, Vi sarà 
poi un numero finito di radici di modulo > Pj e 
r^ P2 ; le disporremo come le precedenti, e le indi- 
cheremo con Cr,+i, C/-,42, . . . , Crg. E COSÌ di seguito. 
Otterremo per tal modo le radici disposte in or- 
dine crescente, od almeno non decrescente, di mo- 
dulo; avremo cioè una serie: 

^li ^%y • • • 1 

dove: 

I Ci I =^ I C2 I ^ . . . , lim I CA I = 00. 

Anche qui supporremo ogni radice ripetuta tante 
volte quante unità contiene il suo ordine. 

169. Ciò premesso, è possibile seguire anche 
nel caso attuale il metodo sviluppato nell'art. 167)' 

Se ciò fosse, la soluzione del nostro problema 
sarebbe data dalla formola: 

f{x)^ei^^-)U (l--ì. " il) 

/,^l\ Ch] 
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Ma si presenta subito una grave difficoltà: il' 
prodotto infinito che figura nel secondo membro' 
in generale non è convergente. 

Il mezzo per vincere tale difficoltà fu suggerito' 
a Weierstrass dallo studio di una speciale funzione' 
intera, la reciproca A^W integrale euleriano di 2* 
specie. Sin dal 1856 * egli trovò per questa fun-' 
zione il seguente sviluppo in prodotto infinito: 



1^ (.t) 



71=1 \ h ] 



Considerando questa formola, egli osservò che 
il prodotto infinito: 



i.hf). 



il quale parrebbe poter rappresentare la funzione, 
perchè ogni suo fattore 's'annulla in uno zero di 
essa, non è d'alcun uso, perchè divergente per 
tutti i valori di ar, ma che esso può tuttavia con- 
vertirsi in un prodotto convergente per tutti i va- 
lori di X moltiplicando ciascun fattore per un e- 
sponenziale avente per esponente una funzione li- 
neare. Di qui egli fu condotto a chiedersi se il 
prodotto (1), il quale in generale non è conver- 
gente, non potesse in tutti i casi rendersi tale 



* Ueber die Theorie der analytischen Facilitatene Journ. 
fiir die reine und angew. Matli., T. 51, p. 1-60; Abhandlun- 
^en au8 der Functionenlehre, Berlin 1886, p. 183-260. 
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Poniamo ora: 



Eh (x) 



=('-fy 



rh a* 
2 



=1 ^'Ch^ ; 



avremo per la (3) per i a; | < ! ca | : 



(4) 



Ossia : 



00 ayl; 

- S 



J&i (a?) = e 



A;=n,+i ^^^^^ 



Sia n un numero qualunque, e consideriamo la 
somma doppia: 

CX3 00 /yh 



00 



a;' 



7/=M-hl ^^=rA+l kch^ ' 



Per 



e/* 



< X < 1 si ha : 



oo 

V 



/»=/*A+l 






h 



X 
Ch 



X 

Ch 



< 



1 



1 -X 



X 
Ch 



rA+1 



quindi, a maggior ragione: 



e» 

V 



k=rh-{-\ k 



X 

^1 "^i-x 



X 
Ch 



rA+1 
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e, per 



X 



oo 

V 



oo 

V 



<>^<1 



da cui: 



X' 



k Ch ^'^ 



< 



1 



e» 

V 



1 — X A=„-f.i 



oo 



00 
V 



X' 



/*=/i+l k=ih-\-l /cCh^ 



< 



1 



00 
V 



1 — X h=n+i 



X '■*+! 
Ch 






La serie del secondo membro converge per ogni 
valore finito di x^ e quindi è certamente equi- 
convergente in ogni cerchio di raggio minore 
di X I c«+i I col centro nell'origine (qualunque 
sieno X e Cu+i), quindi lo stesso potrà dirsi della 
serie di serie di potenze che figura nel primo mem- 
bro, la quale perciò (art. 105) potrà trasformarsi 
in un' unica serie di potenze convergente entro 
il cerchio accennato, o, ciò che è lo stesso, entro 
il cerchio di raggio |c«+i|. Indichiamo con P«+i (x) 
questa serie di potenze; avremo: 



00 



n Eh ix) = e-^'Mi(-^) 

h=n-{-l 



(5) 



e quindi: 



n 



e-^.(^) = e--p«i.(^) n Eh{x). 

h=ì 



(6) 



Ora le Eh (r) sono, come risulta dalla loro espres- 
sione (4), funzioni intere; e^^»*^^^^ è convergente, 
come Pn+i (r), per | a; | < Cn+i. Ne segue che 
g-p,(a7) è convergente per | a; | < | Cnii \ . Ma, 

VlVAHTI. 12 
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preso un valore qualunque di a;, noi possiamo 
sempre trovare un numero n tale che sia: 

I a; I < I Cn4i I ; 

onde si può concludere che g-^i(^) è una funzione 
intera. Essa, per. | a? | < | Cn+i | , non ha altri 
zeri che i punti c^, Cg, . • . , Cn ; ciò risulta dalla (6^ 
osservando che Eh(r) si annulla nel solo punto 
ch , e che e-^"*i(^), per | a; | < | Cn+i | , non è mai 
nulla. Ne segue che la funzione intera si annulla 
nei punti Ci, 02, . . . , e soltanto in questi punti. 
Volendo costruire una funzione la quale abbia 
inoltre uno zero d'ordine m nell'origine, si dovrà 
moltiplicare per x***; e volendo avere la più ge- 
nerale funzione avente gli zeri dati, potrà stabi- 
lirsi come nell'art. 167 che si deve aggiungere 
un fattore esponenziale. Tenuto conto adunque che 
(v. eq. (5)): 

n Ehix) ==- e-P^^^\ 

si ha infine per la funzione cercata: 
f (x) = eff^^^ x»' n Eh{x) = 

^ eM x^n u (1 - ^ì^.fc-1 k^^ 
A=l \ Ch] 

che è la (2). 
I fattori Eh (x) diconsi fattori primi o primari 
171. Le radici C\, C2, ... d'una funzione in- 
tera possono essere tali, che non occorra prendere 
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i numeri r^, r2, . . . indefinitamente crescenti per 
rendere convergente la serie (1) dell'art. 170, che 
cioè esista un numero intero, nullo o positivo p 



CX) 

per cui - 


X 
Ch 


p+1 

, 0, ciò che è lo stesso : 


• 




oo 1 
h=l Ch ^+1 ' 



sia convergente. In tal caso il più piccolo numero 
p che soddisfa alla condizione enunciata si chiama 
il genere * della funzione, e la funzione stessa si 
dice di prima classe; mentre si dice di seconda 
classe se non esiste alcun numero avente la pro- 
prietà anzidetta. 

Una funzione di prima classe e di genere p ha 
la forma: 

(P x^ 
1 -— L^'=l^^'. (1) 
Ch I 

Il fattore e^^^^ si chiama fattore esponenziale 
esterno. Se questo manca, la funzione si dice sem- 
plice. Se esso è un polinomio di gradò non supe- 
riore a /?, diremo che f(x) è una funzione di 
rango p- ' 



* LaguebbE; e dietro di lai Poincabé e Bobel, chiamano 
genere ciò che noi chiamiamo rango. Puzyna (178) dice ge^ 
nere (Hang) d'una funzione f{x) il minimo numero intero 
t che soddiefa alla relazione : 
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Ad una funzione di rango p può sempre darsi 
r apparenza d' una funzione di rango maggiore di 
p. Supposto infatti che nella (l) g(x) sia un poli- 
nomio di grado non superiore a /?, può scriversi: 

oo p+r arfc ^+*' a* 

dove l'esponente esterno di e è un polinomio di 
grado p + r. 

172. Prima di applicare ad alcuni casi spe- 
ciali la formola trovata, vogliamo dedurne altre 
che ci saranno utili in seguito. 
Posto: 

(X) 

^U) = Il Eh(x\ 

può scriversi, qualunque sia n: 

(p (./•)= n Eh(x).e-P^^^^^\ 111 

dove Pw+i (a:) è la serie di potenze risultante dal- 
l' applicazione del lemma di Weierstrass alla som- 
ma doppia: 



00 oo /y.A; 

V V •*' 



h=n-{-\ /v=rA+l kCh^ * 

Facciamo : 



ì!> 



oo Qf^k 



Pn+1 U) — - Ank 



k=ì k 



* Più esattamente; il minimo valore di A; ò rn+i + 1;idi 
noi possiamo scrivere per semplicità come valore minimi 
^•=l, non escludendo che alcune delle Ank poeaano essen 
nulle. 
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Se ripetiamo per la serie doppia: 

2 2:-— (8) 

;»— n+l k=rh-{-\ Ch ^ 

il ragionamento fatto per la (2), vedremo che an- 
che ad essa è applicabile il lemma di Weierstrass, 
e di più che la sua espressione in serie di po- 
tenze è: 

k=l 

ossia P\i+i{x)» Ora la serie doppia (3) non è al- 

~ E'h(x) . , . . , 
tre che — ^ - - sicché si ha : 
A=M+i M(x) 

- 1 |'*>Upww. (4) 

D'altra parte segue dalla (1) (art. 134, 136): 

V(X)_ n E'h (x) 

<P (x) h^i Eh (x) 
quindi, per la (4): 

<b(x) A=l Eh(x) 

Nel caso, nostro dunque la derivata ha la stessa 
espressione che avrebbe se il numero dei fattori 
fosse finito. 

Ricordando l'espressione di _. * — , si ha: 
^'(x) _ ~ x/'^ ~ ~ x^-\ 

? (x) A=l Ch '** (X — Ch ) hr=ì k=rh-\-l Ch ^ ' 



182 Parte seconda. 

E facile stabilire, mediante ripetuta applica- 
zione del lemma di Weierstrass, che Tespressione 
precedente si può derivare termine a termine 
quante volte si vuole. 

1 73. Faremo una prima applicazione del teo- 
rema di Weierstrass, cercando lo sviluppo in pro- 
dotto infinito della funzione sen x^ sviluppo dovuto 
ad Eulero,* il quale però l'ottenne con un me- 
todo non del tutto rigoroso. 

Si dimostra nell'Algebra, che le funzioni trigo- 
nometriche sen a?, cos a?, dove x è una quantità 
reale, possono esprimersi mediante le serie infinite, 
convergenti per tutti i valori finiti di x: 

X x^ x^ oo a;2*+i 

( 

Le proprietà fondamentali della funzione sen r 
sono: 

a) Di essere dispari: 

sen (— ip) = - sen a? ; (3) 

b) Di annullarsi per x^k"^^ dove k rappre- 
senta qualunque numero intero positivo, nullo o 
negativo : 

senjk7r = 0; (4i 

e) Di essere periodica, col periodo 2 7t: 

sen (x + 2 :t) = sen .r. (oi 



* Introductio in analysiìi infinitovum^ P. I, § 158. 



i 
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Invece co^x è pari e si annulla per: 

essa ha pure il perìodo 2 tt. 

Supponendo ora che x rappresenti una yariabile 
complessa, noi prenderemo le serie (l), (2), che 
sono assolutamente convergenti anche per ogni va- 
lore complesso di x^ come definizione di due fun- 
zioni intere, che indicheremo ancora con sena?, 
coso?. 

Dall'esame delle due «serie, e dal confronto tra 
esse e con quella che rappresenta e^ , risulta im- 
mediatamente : 

Che coso; è la derivata di seno;; 

Che — senx è la derivata di cosa?; 

Che per x reale sena; e cosa; sono reali^ e 
per X puramente imaginario sena? è puramente 
imaginario e cosa? reale; 

Che: 

e+ia? = coB a? =h i sen x. (6) 

Segue di qui (art. 114): 

cos (xdtiy)-{- i sen (xdt.y) = e»(*±y) ==^ 

i= e*^ e^*^ = (cos a? -f i sen x) (cos yàzi sen y) == 

= cos a? cos y =F sena? seny + i (sena? cosy d= cosa? seni/), 

e analogamente: 

: cos {xzty) — ìsen(a?d:,v) = cosa;cosy^sena*sen^ 
— i (sen a? cos y rfc cos a? sen y\ 
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donde : 

sen (a; =fc 2/) = sen x cos y ±l cos x sen y 
cos (ir it 2/) = cos a? cos 2/ ^ sen a; sen t/ 

Prendiamo nelle (7) il segno superiore, poniamo 

"2 



TZ 

— X in luogo di X e facciamo y = -^» — Tenuto 



IT 7C 

conto che sen — =1, cos — = 0, avremo: 

sen \— — a; I = cos a; , (Bi 



cos 



I — — a; j = sen x. 



(9. 



Facendo invece nella prima delle (7): 



TI 



y=2— a', 



e prendendo ancora il segno superiore, si ha, te- 
nuto conto delle (8), (9) : 

'^ 2 L 2 

seu — = sen^ x f cos'* rr, 

ossia : 

1 = sen^ X V cos^ .t. (IO 

Dopo ciò segue dalla (6), per v reale: 

e'' ! = 1, (Il 
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e quindi per w, v reali: 

I g«+ip I =e«. (12) 

La funzione intera sen x conserva le proprietà 
^A W^ e); resta solo ad esaminare se essa si an- 
nulla per qualche valore complesso di x. 

Anzitutto sena? non può annullarsi per alcun 
valore puramente imaginario di x; infatti, posto 
x = it^ dove t denota una quantità reale, si ha: 

00 /2/I+1 00 f2h 

8mit= ^ (-l)^i2^+i^r; : = it ^ 



h=:0^ ■ 2h + l\ h.=o2h + ìV 

e quest'ultima serie ha valore essenzialmente po- 
sitivo. Un calcolo analogo dimostra che anche 
008 i t non può essere nullo. 
Supponiamo ora: 

sen (u -{- iv) = 0, 

dove u e V sono reali, e v=\=0. Per la prima delle 
(7) potrà scriversi: 

sen u cos i t? + cos u sen i t? = ; 

ora sen w, cos u e cos i v sono reali, e sen iv è pu- 
ramente imaginario, quindi dovrà essere: 

sen u cos i t? = 0, cos u sen i i; = 0, 

ed essendo senit;=|=0, cosii;=l-0, ne segue: 

sen u = cos w = 0, 

che è in contraddizione colla (10). 
Le radici della funzione sen x sono adunque : 

0, di TT, it 2 TT, ± 3 TU, ... , 
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e la successione, ordinata in senso crescente, dei 
moduli delle radici diverse da zero è: 



IW 



, IT, 2 ir, 2 TT, 3 :t, 3 TT, . . , 



Tediamo se la funzione considerata è della prima 
classe, cioè se esiste un numero p tale che: 



sia convergente. Questa serie può anche scriversi: 

2 ~ 1 
2 



00 1 

Ora è noto * che la serie 2 j— r-j diverge per 

p = e converge per p>0; il minimo valore in- 
tero di p che la rende convergente sarà dunque 
p=l, e potremo dire che sena: è una funzione 
intera della prima classe e di genere uno. La sua 
espressione sarà data pertanto da: 

seri X = es^^^^ X Ti' Il ^VU''*, (13) 



, . 2f /^ X\ nh 

A:=-00 \ TT hj 



dove g {x) è una funzione intera da determinarsi, 
e l'apice apposto al segno n indica che nel pro- 
dotto manca il fattore corrispondente ad h = 0. 
Essendo il prodotto del secondo membro assola- 
tamente convergente, possiamo disporne i fattori 
in qualunque modo, e in particolare possiamo riu- 



* V. Cesàro, Corso di analisi algebrica, p. 118, 142. 
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nire due a due quelli corrispondenti a valori 
eguali e di segno contrario di A, eseguendone an- 
che il prodotto. Abbiamo allora: 

sen a; = e^v'^ ^jc 11 1 - ' tt, . (14) 

Resta da determinarsi la funzione g (x). Perciò 
si ha dalla (13), per la (5) dell'art, prec: 



CCS :r f / V , 1 , ~ ^ 



sen X X A=-oo T^ h{x — T^h) 

1 ~ r 1 11 

X h=-oo Ix — -uh t: hj 



(15) 



dove l'apice ha Jo stesso significato di prima; od 
ancora : 

= g (^) -] h 

sen X X 

+ ^?[_J + - }---] = 

^ A«i [h(x — T^ h) — h(x + T^ h)ì 

1 X °° 2'^h 

= g'(x) -}-- + - ^ 



X TT k=\ h (x^ — Ti^ A^) 

1 °° 1 

g'M+- + 2x 2 



X 7i=l x^ — ^* h'^ ' 

che può anche scriversi: 

cos X _ r / V , J_ , ~ 1 

sen X X A=-oo :r^ — t.^ Ir 

oppure, comprendendo nella sommatoria il termine 
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— e togliendo quindi T apice: 

X 

• cos a; f 1 



sen X h=—(x> x^ ~ Ti^h^ ' 

da cui: 

, . . COS re _ V 1 Ita 

sena: h=-o:>x^ - -K^hr 

Segue di qui immediatamente, ricordando che 
sen X è una funzione dispari e cos x una funzione 
pari : 

e quindi p' (0) = 0; sicché 9^ (a?) sarà il prodotto di 
X per una funzione intera h [x) : 

Le (15), (16) diverranno: 
7/ X cosa? 1 ~ 1 



xsenx x^ h=-ooT^h(x — T:h) 

__ coso? 1 • 1 ^ r 1 1 

a?sena? x'^ '^h=\\h(x —-Kh) h(x + i:h) 

cos X ^ 1 

= - -— ^ . (\'i\ 

a? seno? h—--ooX'^ — tc^A^ 

Poniamo x==^u f è v, e facciamo crescere v al- 
l'infinito per valori positivi; avremo (v. eq. (I2)ì: 

cos (u 4- i v) ,. i (e»"-«' + 6~'"+0 

lim — —T~r ~ lim . :— — ' =— r 

r=+c» sen [a + e r) r=+oo c'»-«' — ^-«M+f 
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Se invece facciamo crescere v all'infinito per 
valori negativi, avremo: 



,. cos(«* f tv) 
lim 7 — — r— = i. 

v=^oo sen (u-f-tv) 



Si avrà quindi in ambi i casi : 

r cos (u -\- i v) 

v^±<x> (u 4- * v) sen (u + i v) 



= 0. 



(18) 



D'altra parte: 
1 

h (u -ì- iv -- T^h) 



1 



hU^h- u)^+'v^' 



e poiché, essendo a, b due quantità reali, si ha: 

a2 + 62^2aò, 



ne segue: 



1 



h(u -i- iv — TI A) 



1 



Av2|i;| I^A — w| 



Ma, se w < 0, si ha 71 /i — 1^ > 7r A > /i ; se u > 0, 
pu6 prendersi sempre h abbastanza grande per- 
chè sia T^h — u> h; onde si ha, in ogni caso, per 
h maggiore di un certo numero finito n: 

1 I 1 



h(u + iv — T^h) 



^2\v\ li 



Analogamente: 



1 



1 



h(u ■\' iv -\-'^h) 



3 ; 



\/2 I v\h^ 
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e quindi: 
1 




1 


. \/2 


A (m + i » - 


- r^h) 


h(u + iv + T^h) 


~ 3 1 

\lv\h^ 



da cui: 



? f 1 1 lU 

h=n-\-i lh(u-\- iv — Tth) h(ii + iv + t: h)\ \ 

\l'2 «> J_.. 

Ma la serie del secondo membro è convergente 
(v. sopra), quindi: 



lini 



~ r 1 1 li 

^ ì^j—r- — ^^''l.^~r^ — Tx =0. (19) 



È chiaro poi che tendono a zero anche i primi 
n termini della somma. 

Dopo ciò segue dalla (17), in virtù delle (18), 
(19): 

lim k (u f i v) = 0. (20) 

Scriviamo ora la (15) come segue: 
cos X 



seno? 



A=-oo lo? — nh 1 



dove 9;* = —r per h =]=0 e 0^ = per A := 0. Po- 
Tz ri 
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nendo a? f 2 ti in luogo di x^ ne ricaviamo : 

^ sen (0? + 2 ti) 

V r 1 1 

ossia, cambiando hình -^2 e ricordando che sen iv 
e cosi» hanno il periodo 2^: 

sena? *=:— ooliZ? — -uh J 

La sommatoria può anche scriversi: 

giacche con ciò non si fa che accoppiare diversa- 
mente da prima le infinite quantità -7 colle 

infinite quantità 0;^, senza alterarne il valore ne 
toglierne od aggiungerne alcuna. Si ha pertanto: 

• g(x^2Ti)=g'(x), 

ossia: 

(a? +- 2 ir) i (07 + 2 Ti) = 0? A (X), 
od ancora: 

k(Xàz2'n)= le (X). (21) 

Supposto dunque nella (20) | w | < 2 ir, risulta 
dalla (21) che essa sussiste per | w | < 4 tt, per 
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I «^ I < 6 TU, ecc. Cioè può scrìversi : 

lim k(x) = 0; 

a:=oo 

e di qui può dedursi, col ragionamento dell'arti- 
colo 137, che k (oo) è una costante, la quale è ne- 
cessariamente nulla. Ne segue che g (x) è pure 
nulla, e quindi che g (x)^ e per conseguenza e^^\ 
è costante. Indicandone il valore con C, si ha 
dalia (13): 

sen X 



X 
e quindi: 



h=-CO \ T^ h) 



,. sena? 

lim = C. 

xz=Q X 



Ma dalla (1) segue ch^ questo limite è 1; quindi 
C=l, e: 



X 



seDa?==a? n' 1 -\e = x W \\ --\ 

1 74. Come secondo esempio, costruiremo la 
funzione intera ff ^ * di cui Weierstrass fece la base 
della teoria delle funzioni ellittiche. Essa ha le 
proprietà seguenti: 

a) E dispari; 



* Scriveremo con Weierstrass « u;, ? .r, p x^ contraria- 
mente all'uso comune di porre tra parentesi gli ar(come&Ìj 
delle funzioni. 
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b) Ha le radici semplici: 

2 m «1 + 2 n 01)3, 

dove w ed n possono prendere tutti i valori in- 
teri positivi, nulli negativi, ed w^, 103 sono due 
quantità il cui rapporto non è reale; 




Fiff. 4, 



e) La sua derivata prima ha il valore 1 nel- 
r origine, e la sua derivata terza s'annulla nel 
punto stesso;* 

d) Essa soddisfa identicamente alle seguenti 
relazioni, dove y)i, /jg sono due costanti dipendenti 
da wj, Wg: 

^(X + 2 «i) = e^Vi* or ir-, (T (X-+ 2 Wg) = - e2'?8«<r a?. (1) 



* È quasi inutile rammentare che tutte le derivate d'or- 
dine pari di e X, eesendo funzioni dispari, s' annullano nel- 
l' origine. 

VlVAHTI. 13 
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Vediamo anzitutto se la 9 a? è una funzione della 
prima classe. 

Se si descrivono i parallelogrammi aventi ri- 
spettivamente i vertici ± 2 wi rt: 2 («3, ± 4 wj =i= 4 C03, 
di 6 wj ifc 6 C03, ecc., tutte le radici della » x diverse 
da zero si troveranno sui perimetri di questi pa- 
rallelogrammi, e precisamente 8 su quello del 
primo 7^1, 16 su quello del secondo ^2» 24 su quello 
del terzo 7^3, ecc. Indichiamo le prime con an, 
ai2, • • • ) ^18) ^6 seconde con 021, a^, . . . , (h^tie ì 1^ 
terze con a^^i^ c^^2ì • • • 1 ^d)24i ^^c* Detta M la mas- 
sima, m la minima distanza dell'origine dal perìme- 
tro di Tfi, avremo per tutti i valori che può pren- 
dere r nelle singole formolo: 

M^ I air I ^ w, 
2M^\a2r\^2m, 
3 M^ I asr I ^3 m, 

quindi in generale, indicando con a un numero 
positivo qualunque e con k un numero intero po- 
sitivo: 



1 1 1 



e sommando' da r = l ad r = 8A;: 
8k 8| 1 8k 



ossia : 



A«Jf« r=l|0itrl« ■"&«»!« ' 



8 1 8J 1 8 1 



-¥« A«-i r=i I aA:r |« ^ m« i«-i 



1 
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Se facciamo variare A; da 1 ad <x> e sommiamo 
le relazioni corrispondenti, avremo come termine 
di mezzo la somma delle potenze — a dei moduli 
delle radici, somma che colla notazione usuale pò* 

00 i 

tremo scrivere 2 - — — . Otterremo dunque: 



8~1 ~1 8«>1 



W ìc^i A;«-i A=i I CA h w« At= 1 *«-! ' 



Ma, come si è ricordato nell'artic. precedente, 

00 1 

2 — -j è convergente sempre e soltanto quando 
a — 1 > 1, cioè quando x > 2, quindi lo stesso po- 

00 1 

tra dirsi di 2 - — — . Dunque il più piccolo nu- 

n^\ \ Ch I 

00 1 

mero intero p che rende convergente ^ -, — r--n è 

^ ^ ^ A=i la 1^+1 

2; cioè la ff 0? è una funzione di primi classe e di 

genere due. 

Ponendo per brevità: 

2 m wi + 2 n W3 = Cmn, 



si avrà pertanto: 



X . X* 



^ X = eoi') xn' (i - —\e""' ^'''"", (2) 

\ Cmn) 

dove g (x) è una funzione intera da determinarsi, 
e l'apice apposto al segno n vale ad indicare che 
le m, n possono prendere tutti i valori interi da 
— 00 a H- 00, esclusa però la combinazione w = 0, 
« = 0. 
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Prima di procedere alla determinazione della 
g(x)^ facciamo una osservazione. Posto, come fa 
Weierstrass : 

si ha dalle (i) derivando e dividendo per le (l) 
stesse : 

C(a? + 2o)„)=^Sa? + 2r,;^ (fe=l,3), (3) 

e di qui derivando ancora: 

p (x + 2Mh) = p X ) 
r,^ , o . '^ (A = 1,3). (|i 

Inoltre è facile vedere che ^x Qp^ x sono fun- 
zioni dispari, ^ px h funzione pari. 
Dopo ciò si ha dalla (2) (art. 172): 



co lo? - Cmn Cmn C^mnì 

X^ l (x—CmnY C^nì 



(5. 



(6/ 



00^ (X- Cmn? 



* Si noti che %x q px non sono fanzioni intere. E«m 
sono fanzioni meromorfe (v. più innanzi), cioè non STonti a 
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essendosi nell'ultima somma compreso anche il 

termine -3 che corrisponde ad iw = w=0, e quindi 

tolto l'apice. Indicando per un istante questa som- 
ma con S[oo)f è facile persuadersi che: 

S(x + 2^»^h) = S(x) (A = l, 3). 
Infatti: 

S(x f 2wi) =2 ^ 



V 



(a? + 2 «"i — cm«i)' 

1 



[a?— (2 (to - 1) wj + 2 « wj)l» ' 

ma, Tarlando 1» da — 00 a +00, anche w — 1 
varia tra gli stessi limiti, quindi può scriversi: 

S{x + 2 coi) = 2 -— L^.- = S (X). 

[a? - (2 m wj -H 2 M wg)]^ 

Analogamente si dimostra che 8 (x+ 2^3) = S(x), 
Segue quindi dalla (7), tenuto conto della se- 
conda delle (4): 

g'''(X + 2iCH) = g'''(x) (h=h 3). 

Se dunque si considera il reticolo di parallelo- 
grammi, i cui vertici sono tutti i punti Cfnn^ reti- 
colo che ricopre l'intero piano, la g'" (x) ripren- 
derà lo stesso valore nei punti omologhi dei vari 
parallelogrammi. Ma, poiché ^'" (x) è funzione in- 
tera, i moduli dei valori che essa prende entro un 
parallelogramma ammettono un massimo finito M; 
onde potrà conchiudersi che in qualunque parte 
finita del piano il modulo di ^'" (x) non supererà 
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mai M. Di qui si dedaoe in modo noto (cfr. arti- 
colo 137), che g"' {x) è costante. 
E da osservarsi inoltre che, essendo: 

S ( - a?) - >' ^- 



= --^ 



(—X — 2 m wj — 2 n ^s)' 
_ _1 __ 

(a? + 2 m 0)1 + 2 w ^3)8 ' 



e potendosi porre — w, — n in luogo di m, n 
(giacché al variare di m, n da — 00 a + 00 anche 
— w, — n variano tra gli stessi limiti), si ha: 

[x — 2 w w^ ~ 2 n ws)^ 

ricordando pertanto che p^ (- x) - — p' tr, si ha 
dalla (7)y"(-^)--^'"(r). 

Ma g'" (x) è costante, quindi dovrà essere ne- 
cessariamente nulla, e si avrà, indicando con A^ 
B, C delle costanti da determinarsi: 

g''ix) = 2A, g'{x)^2Ax + B, 
g(x) = Ax^ + Bx + G. 

La (5) può scriversi: 
^X = g'{x)+^ + X^r ^ (8) 

X C^mn {X — Cmn) 

Se si pone — a: in luogo di a?, è facile vedere, 
ripotendo un ragionamento fatto poc'anzi, che la 
somma del secondo membro muta di segno, onde 
dovrà essere, tenuto conto che (a? è funzione di- 
spari, g' (— a?) = — g' {x), ossia: 

'-2Ax + B = --{2Ax + B\ 
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da cui 5:=0, e per conseguenza: 

9'(x) = 2Ax, g(x) = Ax'^ ^C, 

La (8) ci dà allora: 

— fco?- -1=2.4 + a?r-——^ r. (9) 

X l X\ a^mniX — Cmn) 

Noi porremo: 

— ka? =T(a?), 

XI x\ ^ " 

sicché la (9) ci dà: 

T (0) = 2 A, (10) 

Ora: 

px=^^Vx=z - = r = 

= r2^_!!l:? _ 1 , 2t (0?) + X^x^x) - — , 

<SX X^ ^ ^ ' ax 

quindi, per la (6): 

= 2 T (0?) + 0?» T 2 (a?) + 2 ^ + 



a^'X 



(TX 



Il primo membro può scriversi: 

»" + ^ «"'0 + |j <r«^0 + |j 5^0'+ . . . 
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ossia, rammentando che: 

(jO = ff"0«=^'"0 = (jivO = 0, a'0 = l: 

— (jv 4- — <y^ 4- 



r-: + r-:<i^O+... 1 + — ff^ + . . . 
1 ! ! 5 ! 

sicché esso si annulla per rc = 0; e però, teniito 
conto della (10), si ha dalla (11): 

= 4^, 

ossia ^ = 0, e ^ (rr), e quindi e^^^\ si riduce ad 
una costante. Indicando con D il valore di que- 
st' ultima espressione, ed osservando che: 

ffO + :^ff'0+^<i^O + ... 

gg? __ 1! 5! 

= 1 + — ^^0 + ..., 

5 ! 

di modo che, per a; = 0, — = 1, risulta dalla (2) 

X 

che dev'essere Z) = l. Si ha pertanto infine: 



X «■ 



<7X = X 



\ CmnJ 



1 75. Il teorema di Weierstrass è stato gene- 
ralizzato in vari sensi. Ecco alcune delle ricerche 
a cui esso ha dato luogo: 
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Costruzione d'una funzione avente per punti 
singolari essenziali tutti i punti d'una circonfe* 
renza, e i cui posti-zero stanno nell'interno di 
questa ed hanno i loro punti limiti su di essa ; * 

Costruzione d'una funzione intera che in punti 
dati prende valori prestabiliti ; ** 

Costruzione d' una funzione biperiodica con po- 
sti-zero dati avente un solo punto singolare essen- 
ziale in ciascun parallelogrammo primitivo;*** 

Costruzione d'una funzione uniforme d'un punto 
analitico avente un solo punto singolare essenziale 
e infiniti posti-zero dati;**** 

Deduzione del teorema di Weierstrass come 
caso particolare da un teorema più generale di 
quello (primitivo) di Mittag-Leffler (del quale si 
parlerà più innanzi). ^**** 

Sta in qualche rapporto col teorema di Weier- 
strass, benché non ne costituisca propriamente una 
generalizzazione, il problema seguente : ****** Dati 
due aggregati di valori reali o complessi J, B, di 
cui il primo numerabile, il secondo condensato in 
tutto il piano, costruire una funzione analitica esi- 
stente in tutto il piano e che per tutti i valori 
della variabile che appartengono all'insieme A 
prenda valori appartenenti all'insieme B. 



* FlCABD 144. 

*♦ Gazzaniga 67. 

**♦ Appbll 2, Pascal 137, Cazzaniga 35, 37. 

*♦*♦ Appbll 2. 

***** Casorati 34. 

****** Staeciiel 192. 
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Studio delle funzioni infere. 

176. Sotto questo titolo comprendiamo uaa 
serie di ricerche, che ebbero il primo impulso da 
Laguerre, e che sono piii o meno direttamente 
informate all'idea di indagare se, e sino a qual 
punto, sussistano per le funzioni trascendenti in- 
tere le proprietà note dei polinomi.* Tali ricer- 
che trovansi, in parte, esposte sistematicamente, 
oltre che in alcune delle opere già citate a pa- 
gina 62, in tre lavori dì Bassi, ** Marx, *** e Piz- 
zarello. **** 

177, Una funzione semplice è completamente 
determinata quando ne sono date le radici; quindi 
ì coefficienti del suo sviluppo in serie di potenze 
devono essere funzioni delle sole radici, ed anzi 
funzioni simmetriche (trascendenti). La determi- 
nazione della forma di tali funzioni non offre al- 
cuna difficoltà. 

Se neir equazione (5) dell' artic. 172 si pone 
Vh ^p, e: 

00 l 



* Bassi 8, 9, 10, Cesàro 39, 40, 41, Desàint 43, Hbbmite 
75, Laguerbe 90, 91, 92, 93, 94, Pincherle 152, Db Spa.brb 
190, ViVANTi 202, 205, 208, 209, Pitting 218. 

** Bassi 8. 

*** Marx 108. 

**** Pizzabello 169. 
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e inoltre: 

h=\\ ChJ 

8Ì ha: 

«i + 2a2a? + 3a3a;^+... =— (1 +aiX + 2a2X^ + ,..) 

{Sp+i xP + Sp+2 XP+^ + 3p+3 XP+2 4- . . .), 

da cui: 

«1 = «2 = . . . = «j» = 0, 

(P+ l)«l>+l = -^Sp+l, (P + 2)aD+8« — 52,4-2,..., 
(2 p 4- 1) a2i>+l = - 82p^U 

(2 p + 2) a2D+2 = — S2p^2 — Sp^i ap+1, 
(2p + 3)a2D+8 = 

= — S2p+3 — Sp+2 dp-^-l — Sp+1 «j>+ii — ...,..., 

equazioni che permettono di determinare succes* 
sivamente tutte le ah. 

1 78. Se alla variabile complessa x si applica 
una sostituzione lineare intera: 

x = Ay + B, (1) 

ogni funzione intera di rango p (art. 171) si muta 
in una funzione della stessa natura. 
Sia: 

p x* 

f{x) = effMx^ n fi^£.ìe^=i^^ (2) 

^=1 V ChJ 
una funzione di ran^o », sicché 2 — r-* è asso- 
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00 1 

lutamente convergente, ^ non lo è, e p {or) 

è un polinomio di grado non superiore a p. IMLe- 
diante la sostituzione (1) la (2) si muta in una 
funzione intera ^(y) di y, le cui radici saranno 

— - — (A = 1, 2, . . .) e — -j-^ le prime semplici, 

r ultima m-upla. Possiamo dimostrare che delle 
serie : 

00 1 00 1 

2 4 r-. 2 



tei f ch — B \P+i ' tei /e;, — B\P' 

dove si deve ritenere escluso il termine r-esimo 
se fosse eventualmente B = Cr^ la prima è asso- 
lutamente convergente, la seconda no. 

Anzitutto invece di queste serie è indiflFerente 
considerare le altre: 

00 1 oo 1 



tei {ch - J5)p+i' tei {ch - B)p • 

Presa <t ad arbitrio, ma minore di 1, può sem- 
pre trovarsi un numero n tale, che per ogni h> n 
sia: 



Ch 



<^^ 



si ha allora, per gli stessi valori di A: 

U;,|(l-c)<|c/,|-|£|^ 
^\ci,--B\^Ch I + I B|<|a|(l +a), 
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e quindi, designando con q un numero qualunque 
maggiore di n: 

<r ì « 1 



7t=»+l I Ch |P+1 A=«+l I CA — 5 1^+1 ' 

tf 1 « 1 



;,=M+i I Ch |P ft=«+i I e;» — £ |P ' 

relazioni che dimostrano T asserto. 

La funzione «p {y) è dunque di genere p^ e però 
la sua espressione è: 

\ i^ / ;i=r \ Ch— Bì 



Si ha quindi: 



°o / Av }- B\ ^ 









V B ) h=i\ Ch—B] 

e però l'espressione: 

A=l e/» 
ha valore 1. Ne segue che l{y) e: 

A=i fc=i a: l Ch *- (C7t — ij)^ J 

differiscono soltanto per una costante. Adunque 
l[y) è di grado non superiore a p, e ?(t/) è una 
funzione di rango p, . . 
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179. Se in particolare B = 0^ allora: 



=1 ^«»*, 



sicché si trova immediatamente, a meno d'una co- 
stante additiva: 

l{y) = 9 (A y). 
Si vede pertanto che: La sostituzione: 

x = Ay'\'B, (1) 

dove B =1=0, non trasforma in generale {per p>0) 
una funzione semplice di genere p in una funzione 
della stessa natura; invece la sostituzione: 

x = Ay 

muta una funzione semplice in una funzione sem- 
plice. 

Per p = la sostituzione (1) muta una funzione 
semplice in usa funzione semplice, qualunque 
sia jB. 

Per p = l esistono infiniti valori di B per cui 
la (1) ha questa proprietà. Facciamo infatti nel- 
l'espressione (3) dell'art, prec. g{x)m e p = 1 ; 
avremo che l(y) e: 

~ f Ay+B _ Ay \ 

hzz\ \ Ch ch — B) 

differiranno tra loro per una costante. Ma que- 
st' ultima espressione può anche scriversi : 

-Bt\-^ 1]. 

*-l ICA {ch — jB) ca J ' 
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e quindi, perchè l{y) si ridaca ad una costante, 
5, supposta diversa da zero, deve soddisfare all'e- 
quazione : 

2 = 

hzzì Ch {Ch — JB) ' 

ossia (v. art. 172, form. (5)) dev'essere radice di 
f'ix). 

180. Se due funzioni intere sono tali, che i 
coefficienti corrispondenti dei loro sviluppi sono 
coniugati, anche le loro radici sono coniugate. 
Sia: 

oo 

f {x)= 2 ah x^ 

una funzione intera, x = b + ic una sua radice. 
Sostituendo in luogo di x la sua espressione, e se- 
parando le parti reale e imaginaria, si avrà: 

= P{b,c) + iQ(b,ch 

dove P(w, t?), Q (w, v) sono serie di potenze, a coef- 
ficienti reali, delle due variabili reali w, t?, conver- 
genti per tutti i valori finiti di esse. Ne segue : 

P(J,c) = 0, Q{b,c) = 0. 

D'altra parte, se, indicando con a'h la quantità 
coniugata di ah, nell'espressione: 

J{x) = 2 a'h x^ 

si fa x = b — ic, si otterrà evidentemente : 
fib-ic) = P(6,c) ^1 (?(6,c) = 0, 
ciò ohe dimostra l'asserto. 
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181. Segue dal teorema precedente che: Se 
una funzione intera ha i coefficienti del suo svi- 
luppo tutti reali^ le sue radici sono reali o coniu- 
gate due a due. 

Reciprocamente : Se una funzione semplice di 
i.* classe ha le radici reali o coniugate due a due^ 
i coefficienti del suo sviluppo sono reali. 

Se una funzione di 2.* classe ha le radici reali 
coniugate due a due^ i coefficienti del suo svi- 
luppo sono reali quando il fattore esponenziale 
sia nullo ed i numeri di convergenza corrispon- 
denti a radici coniugate sieno eguali (ciò ohe può 
sempre ammettersi, dacché i numeri di convergenza 
dipendono solo dai moduli delle radici, e due ra- 
dici coniugate hanno lo stesso modulo). 

182. Se una funzione intera a coefficienti 
reali ha più d'una radice reale^ tra due sue ra- 
dici reali consecutive è compreso un numero dis- 
pari di radici reali della sua derivata (teorema 
di Bolle). 

Sieno ^, V due radici reali consecutive della fun- 
zione intera a coefficienti reali f{^)\ per genera- 
lità le supporremo multiple rispettivamente degli 
ordini p, <y. Avremo allora: 

Z' W = /"(!-) = ... = /•(?-»> (!-) = 0, 

fW=/".W = ... = /'«'-») (v)=0, 

e quindi (art. 116) : 

f(x) = {x - .)<• [^/-WM + ^^ Z'C+DCv) +.1, 
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da cui: 

f (a;) = (« - v)a-l |_i^ /'(a) (v) + 



e: 



+ ^ /'('+*) (v) + . . .] , 



^ /'(«Hi*) +^-r^ /'<?+«(!*) +... 



/'(«) 1 p-1!' ^^ ■ p! 



pi P -r 1! 

1 f«')(v)+^^/'«'+l)(v) + ... 



1 — 1!' " ' o! 



Si vede di qui che -tt-t- ha un polo semplice 

f{x) 

tanto in (^ che in v, mentre evidentemente essa è 
finita in tutto l'intervallo «* v. Inoltre, avvicinan- 
dosi ce BL [t- dalla destra, essa tende a + ^i avvi- 
cinandosi 0? a V dalla sinistra, essa tende a — oo. 
Ne segue (art. 84) che essa, e quindi /"' {x\ si an- 
nulla neir intervallo fA v un numero dispari di 
volte. 

ViTAvn. 1* 
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È da osservarsi, che la dimostrazione yale per 
qualunque funzione analitica f{^\ la quale sia 
regolare in un campo contenente nel suo interno 
l'intervallo [^ v, e sia reale e diversa da zero in 
tutti i punti dell'intervallo stesso, eccettuati gli 
estremi, in cui si annulla. 

1 83. Se una funzione intera f{x) a coefficienti 
reali ha un numero finito r di variazioni^ il nu- 
mero delle sue radici positive eroe minore di 
r d'un numero pari (teorema di Cartesio), 

Il teorema sussiste evidentemente per r = 0; 
quindi basterà dimostrarlo per induzione completa. 

Poiché il numero delle variazioni è finito, esse 
saranno tutte comprese fra ao ed un certo coeffi- 
ciente ai, e da questo innanzi tutti i coefficienti 
avranno lo stesso segno, che noi supporremo po- 
sitivo. Ne segue che, se y è un numero più grande 
di tutte le radici positive dell'equazione algebrica : 

i 

/*(y) sarà positiva; quindi le radici positive della 
f(x) saranno tutte minori di y, e però il loro 
numero sarà fluito. Indichiamo tale numero con ^: 
saranno pure le radici positive della funzione: 

?«(«')=^, 

qualunque sia il numero intero a. Pel teorema 
dell'articolo precedente (cfr. la fine dell'articolo 
stesso) dovranno essere almeno — 1 le radici po- 
sitive di <p'a(a?). Ora: 
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sicché può dirsi che la funzione intera: 

ha almeno — l radici positive. 

Supponiamo, dopo ciò, che nella f{x) \x sia 
una variazione fra at e at^u Fatto « = ^, confron- 
tiamo la serie dei coefficienti di f{w): 

«0? «1? • • • 1 Clt—ìf Ori, «<+i) «<+2, . . . (1) 

e quella dei coefficienti di ^/ {x): 

— ta^, — (^ ~l)ai,..., — a/-i, 0, at+u2at+2y.. (2) 

Nella parte della serie (1) che va da a^ a a/— i 
ed in quella corrispondente della serie (2) vi è un 
egual numero di variazioni ; così nella parte della 
serie (1) da a^+i in avanti e nella corrispondente 
della serie (2). Invece la parte at-i, at, at-^i 
della serie (1) contiene due variazioni od una sola 
secondochè at-^i ed at-\-i hanno o no Io stesso se- 
gno; e corrispondentemente la parte — at^i, 0, 
at-^i della serie (2) ha una o nessuna variazione. 
Pertanto il numero delle variazioni di ^t (oo) è 
r ~ 1 ; e quindi, siccome si suppone il teorema 
verificato per r — 1, sarà ^ — l^r — 1, donde 

Il numero delle radici positive di f(x) non può 
dunque superare r. 

Osservando poi che per ;» = il valore di f{(h) 
è ao, e che, al tendere di a? a + ^) f{x) tende a 

± 00 secondochè ai ^ 0, si conclude facilmente 

che il numero delle variazioni e quello delle ra- 
dici positive hanno la stessa parità. 
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184. Il teorema di RoUe assume, pei poli- 
nomi, questa forma più precisa: 

Fra due radici consecutive d' un' equazione al- 
gebrica avente tutte le radici reali ne esiste una 
ed una sola della sua derivata. 

Ne segue immediatamente l'altro teorema: 

Se le radici d* un' equazione algebrica sono tutte 
reali^ la stessa cosa ha luogo per quelle della sua 
derivata. 

Per le funzioni intere trascendenti questa se- 
conda proprietà non è una conseguenza necessaria 
della prima. Ma v'ha di più. Nò l'una ne l'altra 
proprietà sussiste in generale per queste funzioni. 

Quanto alla prima, si osservi che, se f{0!)) è una 
funzione semplice di genere p > 1 senza radici 
nulle, f'{x) ha nell'origine una radice multipla 
d' ordine p; sicché, supposte reali le radici di fix), 
tra la più pìccola sua radice negativa e la più 
piccola sua radice positiva sono certamente com- 
prese p radici (coincidenti) della /'(a?). 

Quanto alla seconda, basta l'esempio della fun- 
zione : 

f (x) = «*" sen a?, 

che ha tutte le radici reali, mentre la sua deri- 
vata: 

f (x) =- e^ [cos 0? -h 2 a? sen a?] 

ha la radice imaginaria ^ = 0,771... t. 

Conviene pertanto studiare in quali oasi le pro- 
prietà considerate continuino a sussistere anche 
per le funzioni trascendenti. 

E ciò che faremo nei seguenti articoli. 

/ 
4 
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185. Se f{x) è una funzione semplice avente 
tutte le radici reali^ fra due radici consecutive di 
essa non aventi segno opposto * è compresa una 
sola radice di f'{x). 
Sia: 

h=^l\ Ch ) 

essendo le ch tutte reali. Segue di qui: 
/" (a?) _ m ~ XP 



f{x) X h-lCh^iX- Ch)' 

Se jJL, V sono due radici reali di f{x\ sarà 
quindi: 

w °° 1 



{aP+1 A=i Ch^i}^— Ch) 

m °° 1 



vP+l A=lCA^(v — c/i) 

da cui, sommando e sottraendo: 

+ (f* + v) i — -- 



uP+lvP+l '' h^\ChP(V—Ch)(^ — Ch) 

00 1 

h=ich^^^{^ — ch){y'-ch) 

ffl(aP+l-vJ>+l) ~ 1_ 

ut P+1 vP+1 + ^:^ ^'/,^1 C^P (JA ~ Ch) (v - C/i) ~ 



* Con questa frase sMaclade anche il caso in cui una 
delle due radici sia nulla. 
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Dall'ultima equazione si ha: 

00 1 

2 



;»=! CA^({A — ca)(v — Ch) 

m 



(ulP + {xP-l V + ... + u.vP-1 + VP ), (1) 



jxP+1 vP+1 

e sostituendo nella precedente: 



~ 1 m 

2i 



71=1 CA ^-1 (h^ - CA ) (v — c;^ ) 2 jaP+i vP+1 

[ulP+1 + vP+1 — (ti>. + v) ((Al' + {JlP-I V -f . . . -h vP)] = 

m 



jjlP VP 



({aP-I + u.P-2 V + ...+ {i. vP-2 4- vP-1). (2) 



Supponiamo ora [Jt. e v comprese fra due ra- 
dici consecutive di f(jx)). Allora p. — ch e v — ch 
hanno lo stesso segno per tutti i valori di h^ e 
quindi il primo membro della (1) per p pari, o 
quello della (2) per p dispari, è una quantità es- 
senzialmente positiva. D'altra parte, se f{ps) non 
s' annulla nelP origine, si ha m = 0, e quindi i se- 
condi membri delle (1), (2) sono nulli; se s'an- 
nulla neir origine, a e v sono necessariamente 
delle stesso segno, e quindi il secondo membro 
della (1) o quello della (2), secondochè p è pari 
dispari, è essenzialmente negativo. Quindi Tipo- 
tesi fatta è assurda. 

La dimostrazione stabilisce anche, pel caso ia 
cui f{x) nan si annulla nell'origine (w = 0), che 
tra la piii piccola radice negativa e la più piccola 
radice positiva di essa non possono essere com- 
prese due radici diverse da zero di f {x). Siccome 
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■_■■■■ — , — Il ,. ,, - ■- — 1 — 

in questo caso f (x) ha una radice p-upla nell'o- 
rigine, può concludersi che nell'intervallo consi- 
derato esiste no un'altra radice di f {oo\ secon- 
dochè p è pari o dispari. ^ 

186. Se una funzione f{oo) di rango zero o 
uno ha tutte le radici reali^ e se V esponente esterno 
è reale o rispettivamente ha i coefficienti reali^ le 
radici della fico) sono tutte reali» 
Se: 

/te)==e^a?»» S (l -— 1 

*=i \ Chi 

è una funzione di rango zero, essa può porsi (ar- 
ticolo 171) sotto forma d'una funzione di rango 
uno: 



f(co) = e 



A=l \ ChJ 



* Questo modo particolare di comportarsi della funzione 
nell* interyallo contenente l' origine non deve far meraviglia, 
quando si consideri che, mentre l'origine non è caratteriz- 
zata da alcuna proprietà speciale per rispetto ad un poli- 
nomio, giacché essa può essere trasportata in un punto qua- 
lunque mediante una sostituzione lineare, lo stesso non può 
dirsi per rispetto ad una funzione intera semplice^ la quale, 
in generale, per una sostituzione lineare si muta in una fun- 
zione non semplice (art. 179). — L'eccezione deve cessare 
di esistere per ^ = e per i? = 1, giacché allora una fun- 
zione semplice può trasformarsi mediante una sostituzione 
lineare, arbitraria nel primo caso, opportunamente scelta 
nel secondo, in una funzione semplice. Ed infatti per p = 
per p=l anche nell' interyallo tra la più piccola radice 
negativa e la più piccola radice positiva della f (x) è com- 
presa una sola radice della f (x) ; questa è diversa da zero 
per ^ = 0, è nulla per p = 1. 
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sicohè r espressione: 

f (x) = e^^+^ o)*» n f 1 — —] /* (i) 
rappresenta una funzione di rango zero od uno, 

oò i 

seoondochè A = — ^ — oppure, questa serie non 

essendo assolutamente convergente, A ha un va- 
lore qualunque. In ogni caso, secondo le ipotesi 
del teorema, A è reale, tali essendo le ca , ed è 
pure reale È. 
Dalla (1) segue: 



Sia a) = x + if^ una radice complessa della 
f {x); dovrà essere: 



a + i P A=l CA (« — CA + » P) ' 

ossia: 

n - i 4- "«('-«P) 4. V (» + tp)(»-CA — «P) 

ed eguagliando a zero il coefficiente di i: 

f.^ mp ~ -*P + («-ca)P _ 

a» + p2 "^ *=i CA ((a - e* )» + p») ~ 

M «» + p» a=i(«-ca)»+P»J' 
equazione ohe può sussistere solo per p = 0. 
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1 87- Se una funzione semplice ha tutte le ra- 
dici reali e divebse da zebo, anche la sua deri- 
vata ha tutte le radici reali. 
Abbiasi la funzione: 



donde: 



fix) h=lChP(X — Ch) 



Se 0? = a + 1 S è una radice complessa di f (a?), 
sarà: 



00 

0= 2 



fc=lCA^(a — CA + iP) 
__ ~ tt — CA — ì P 

ossia, separando le parti reale e imaginaria: 

oo 1 

a 2 



h=lChP((x-Ch)^+ p2) 



0? 1 _ 

~ hìi cnp-my^-ch^ + n ~ ^' ^^^ 

Supposto P=|=0, dev'essere per la (3): 

00 1 ^ 

hli chp {{o^ - ck)' + n "~ ^' ^^^ 
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e quindi la (2) si riduce a: 

~ 1 _ ^ 

Ma le (4), (5) non possono coesistere, perchè il 
primo membro dell'una o dell'altra, secondoohè 
p è pari dispari, è composto di sommandi tutti 
positiyi. Dunque dev' essere P = 0. 

188. Può aggiungersi che, se tutte le radici 
della funzione sono positive, lo stesso ha luogo 
per quelle della derivata. — Infatti, in questa ipo- 
tesi, il secondo membro della (1) non può an- 
nullarsi per 00^0. 

Per le funzioni semplici di genere zero questo 
teorema vale anche se esse hanno radici nulle, 
sicché può dirsi che, se nessuna radice d'una fun- 
zione semplice di genere zero è complessa né ne- 
gativa, la stessa cosa ha luogo per la sua deri- 
vata. — Infatti dalla: 

n^)^m « 1 



f (00) X 7»=i X -Ch 

si vede che, essendo le cu positive, non può essere 
f {(c)=iQ per X negativa. 

Invece, se una funzione semplice di genere p di- 
spari, che si annulla nelF origine, ha le altre radici 
reali e positive, la derivata ha radici negative. 

In questo caso si ha infatti: 



t{x) cl{x--cn) 

Il secondo membro è finito per tutti i valori 
negativi di a? ; ha il valore m (> 0) per a? = 0, e 
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tende a — oo per lim a? = — <x>. Ne segue che vi 
sono yalori negativi di x che lo rendono nullo. 
189. Se si ha la funzione: 

f (x) = e^^''*'+^^'' x^^ n li-—\e^^^^\ 

h=^i\ ch ; 

dove le ch sono reali^ A e B sono reali ed A non 
èpositiva^"^ edr è quello tra i due numeri p,p-t^ 
che è dispari^ la f {x) ha un numero finito di 
radici complesse^ e gli argomenti di queste sono 
compresi negli intervalli: 



(2>.-~l) — ... 2X 

r 



— (2X-1) — ... — 2X 

r r 






) 



In altre parole, se si divide il piano in 2 r spazi 
angolari eguali mediante raggi uscenti dall' ori- 
gine, uno dei quali sia l'asse reale positivo, e se, 
partendo da questo in ambi i sensi, si assegna un 
numero d' ordine progressivo a ciascuno degli spazi 
accennati, le radici complesse potranno trovarsi 
soltanto negli spazi portanti numero pari. 

Inoltre fra due radici consecutive di f{x) non 
aventi segno opposto è compresa una sola radice 
(reale) di f (x). 



* Dksajììt (43), che dà an teorema di coi il presente è 
una generalizzazione) dice erroneamente che A deve essere 
positiva. 
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Scriviamo la. (3) così: 

sen r _ p»*+i 

— = /y 

senO m 

(love L è una quantità positiva; ossia: 

Per p>2, I ca|>2, si ha: 

p + \ch\<9\ch\, 

quindi: 

p^ + c*A + 2 p I CA I < p^ eh , 

donde, a maggior ragione: 

p^ + c^A — 2 p ch cos < p2 eh , 

oo 1 1 00 1 

h=ì Oh ''"-i (p^ + ch — 2pch cos Q) p* *=i a '*+^ 
da cui: 

1 00 1 

L>4 2 



dove la serie che figura nel secondo membro e 
assolutamente convergente. 
Inoltre : 

sen r I -^ 1, | sen | ^ sen — , 
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quindi dalla (4) : 

w p^ 1 



pr+l < 



X 



00 1 

2 — - Ben — 

A=i ch*''^^ r 



ossia: 



, m 

sen — 2 



r h=i ch 



r+l 



Di qui segue, per r > 1, che i moduli delle radici 
complesse di f (x) sono tutti inferiori ad una 
quantità finita e determinata, e quindi che il nu- 
mero di tali radici è finito. 

Infine è facile vedere che, quando x varia in 
senso crescente tra due radici consecutive àìf{x) 
non aventi segno opposto, il secondo membro deUa 
(1) passa, sempre decrescendo, da + oo a — oo. 
Ne segue che nelP intervallo considerato è com- 
presa una sola radice della derivata. 

Per r = 1 la (2) si riduce a: 



senO 



m ~ 1 1 

. p '^;i=ip2+ c^A — 2pCACOsO| 

equazione che, per essere -4<0, non può essere 
soddisfatta se non per sen = 0. Dunque, se p = 
se ^ = 1, la derivata non ha radici complesse. 
Un altro caso, in cui le radici della derivata 
sono tutte reali, è quello di m^=0. Infatti allora 
il primo membro della (2) si riduce a: 

psene (r + 1)^ - 2 ^..^i 2 ò ^M 

l »=i ch *^^ ir + ch — 2pch cos 0) J 
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che, per p > 0, non può essere nullo se non quando 
sen = 0. 

190. Il teorema poc'anzi dimostrato stabilisce 
soltanto una restrizione riguardo al numero ed 
agli argomenti delle radici complesse della deri- 
yata; esso però non ci assicura dell'esistenza dì 
funzioni della natura considerata, la cui derivata 
abbia efFettivamente radici complesse. A togliere 
ogni dubbio su questo punto valga il seguente 
esempio. 
^^^YiiTs)**' una successione indefinitamente 

crescente di numeri positivi tali che ^ sia 

convergente soltanto per 5^3. Costruiamo la fun- 
zione semplice di genere 2 avente la radice dop- 
pia e le radici semplici =t Tii =*= T21 • • • • 

fix) = 

= a;^ n 11 -— I e . 

Poniamo x^ = y, r** = ^h ; sarà : 

da cui: 

f'{x)=^2x^'{y). 
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cx> i 

Poiché ^ =r-r ^ conyergente pei soli valori 

interi di t non minori di 2, © (y) è una funzione 
semplice di genere uno avente, oltre la radice 0, 
tutte le altre radici reali e positive. Ne segue (ar- 
ticolo 188) che 9' (y) ha radici negative, e quindi 
che f (x) ha radici puramente imaginarie. 

191. I teoremi degli articoli precedenti sono 
suscettibili di varie generalizzazioni. Alcune si ot- 
tengono immediatamente ricordando (art. 178, 179): 

Che una sostituzione della forma x = Ay + B 
(trasformazione dell' asse reale in una retta qua^ 
lunqne del piano) muta una funzione semplice di 
genere zero in una della stessa natura; 

Che lo stesso ha luogo per una funzione di ge^ 
nere 1 purché B (la nuova origine) sia radice della 
sua derivata; 

Che una sostituzione della forma x = Ay (ró-' 
tazione intorno all'origine) muta una funzione 
semplice di genere p in una della stessa natura. 

Dopo ciò si hanno i teoremi seguenti: 

Se le radici d'una funzione semplice di genere 
zero stanno sopra una retta qualunque^ sulla stessa 
retta stanno le radici della sua derivata^ 

Se le radici d^una funzione semplice di genere 
uno stanno sopra una retta contenente una radice 
della derivata^ sulla stessa retta stanno tutte le 
altre radici di questa. 

Se le radici d'una funzione semplice di genere 
> 1 sono diverse da zero e stanno sopra una retta 
passante per V origine^ sulla stessa retta stanno le 
radici della sua derivata, 

ViVANTI. 15 
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192. Se le radici d'una funzione semplice di 
genere uno stanno tutte sopra una retta^ le radici 
della sua derivata stanno tutte dalla stessa parte 
di questa retta da cui sta V origine. 

Possiamo supporre la retta parallela air asse 
delle quantità ìmaginarié, giacche, se non lo fosse, 
potremmo ridurci a questo caso mediante un' op- 
portuna sostituzione della forma x = Ay. 

Sia dunque Ch = [^ + i ^h, e .r = a + ** P sia una 
radice della derivata. 

Dovrà essere: 

0= 2 



h^\ Ch {x — ch) 



00 1 

±=2 



donde, ponendo: 

(a2 4- ,\ ) [(a - u)2 + (p - v;^ f] = S^,, , 

segue : 

._ ~ (a.-^v;^)[(a-~fx)^i(^~vO) 

e, separando le parti reale e imaginaria: 

~Pl^So + (2a-a)Si = 0, (I) 

dove: 

00 1 00 VI. 00 V^l. 

h=\ à\ h=l ^^h n=\ 6»A 
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Moltiplichiamo la prima delle (1) per a^, la se- 
conda per — aB, e sommiamo; avremo: 



[a{a-a)a«+j.aS2]^^ 

ossia : 

ancora: 

j. («-,.)(«» + pio So + l' (»^ P - ^> «)" ^ 

m 

donde : 

relazione che dimostra l'asserto. 

193. Se le radici d'una funzione semplice di 
genere zero stanno su due rette parallele^ quelle 
della derivata sono tutte comprese fra le due rette» 
Con una sostitazione lineare possiamo ridarre le 
rette ad essere parallele all'asse t/ ed equidistanti 
da esso; si avrà allora ca = e» {^ 4-iv^, dove: 

£A = =hl. 

Se a; = a 4- i P è una radice della derivata, do- 
vrà essere: 

OO 1 CX) 1 

0= 2 — = — = 2 



h=l X — Ch h=l i^ — ^hrì + i (P — Vt ) 
_ 2 (Q^ — £^ l^) •— i {? — "^h ) 
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da cui, posto (3t — eh |a)^ + (? — ^/t Y = ^^h : 



00 

a ^ 



1 



h-1 ^\ 



00 



S/i 



00 



1 



= 0,P 2 sr- - 



'>9 ^? » JS 



2 — 



= 0. 



Dalla prima di queste equazioni, tenuto conto 
che: 






00 1 



h=l ^^h 7i=l o^/j ' 



a 



segue — < 1, relazione che dimostra l'asserto. 

1 94. Se le radici d'una funzione semplice di 
genere zero si trovano tutte dalla stessa parte di 
una certa retta, lo stesso ha luogo per le radici 
della sua derivata. 

Preso come retta Passe reale, il che è sempre 
possibile, e posto ch = \^h + i'^h, tutte le v^ sa- 
ranno dello stesso segno, p. es. positive. Allora, 
indicando con a; = a + ì 8 una radice della deri- 
vata, sarà: 



00 

0= 2 



1 



00 



7?=1 X — Ch h=ì a — {X^ + i (p — v/, ) 

~ a — i^;* — ^ (P — v/* ) 
. ■ ^ 



— VI. Ì2 ' 



7,=1 (a — jx;^ )a 4- (6 — vh ) 

donde, posto (a — [/./» )^ + (P — va Y = ^^h : 



00 1 

oc 2 



\f-h 



h=l ^^h 7i=l ^h ' 



00 

2 



oo 1 

3 2 — 
7/=l 07t 



00 

2 



v;* 



h=i 5^/t 



(I) 



Si vede di qui che anche p dev' essere positiva. 
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1 95. Se le radici d'una funzione semplice di 
genere zero si trovano tutte entro un angolo acuto, 
lo stesso ha luogo per le radici della stm derivata. 
Possiamo supporre che il vertice dell'angolo sia 
r origine, che un lato di esso sia l'asse reale, e 
che r altro stia nel primo quadrante; sarà allora, 
colle notazioni dell'art, prec, i^-h^O, v/t>0, e 

inoltre il rapporto — sarà compreso fra ed una 

certa quantità positiva finita l (coefficiente ango- 
lare del secondo lato dell'angolo). Si avrà quindi; 

v;* 






e per conseguenza: 



2 '^ 



h=X o^/i 

ossia (v. eq. (l) dell'art, prec): 

0<^<l. 

a 

196. Prima di esporre i pochi teoremi noti 
che si riferiscono alla determinazione del genere 
d'una funzione intera, dimostreremo il lemma se- 
^'uente ; 
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Se Ci, C2, . . . sono le radici d'una funzione in- 
tera^ ri, rg, . . . i corrispondenti numeri di conver- 
genza^ la serie: 

- 7^ T (1) 

A=l Ch *** (x — Ch) 

è eqtiiconvergente in ogni campo finito non conte* 
nente alcuno dei punti ch. 

Sia C il campo considerato; potremo descrivere, 
col centro nell' origine, un cerchio contenente nel 
suo interno il campo C e non passante per alcun 
punto Ch. Inoltre, se p è il raggio del cerchio, 
e se: 

\Cq\<9<\ Cg+1 I , 

potremo trovare una quantità ^ tale, che i cerchi 
di raggio <? col centro nei punti Ci, C2, . . . , c<7 sieuo 
tutti esterni a (7 ed interni al cerchio p. Allora 
il campo C sarà contenuto nel campo D racchiuso 
fra il cerchio p e i cerchi <r, e basterà dimostrare 
che la serie (1) è equiconvergente in D perchè 
resti provato che lo è in C, 

Indichiamo ora con m un numero qualunque 
maggiore di q ; avremo, per \ x \ <ip: 



00 .j,rh 

2 



00 pf'h 



|7,=,„ CU '•'. [X - CU ) /i=m , ^^^ |,.,,^i L ^ 



1 Ch 

ma : 



X 



1^—1^1— — ^1 



X 



Ch I . Ch I Cq^l 
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quindi ; 



CX) 

2 



x''^ 



1 h^m Ch ^^ (X — Ch) 



1 



oo 
2 



P 



Vh 



oo 



Ora la serie ^ 



1 - 



P h^m I C/* '•*+l I ' 



è assolutamente conver- 



gente per tutti i valori finiti di a?, quindi in par- 
ticolare per a? = p; presa dunque ad arbitrio la 
quantità t, si può determinare un numero n tale 
che per ogni m>n sia: 



00 
V 



F 



rh 



h=m Ch 



rA+1 



<^ 1 



( 



Cg+1 



)• 



Ne segue che, presa t comunque, si può tro- 
vare un numero n tale, che per ogni m maggiore 
di n e di g' e per | ^ | <p sia: 



CO 
2 - 



h=mCh^^{X''Ch) 



<T. 



I termini 2 



x*^ 



sono in numero fi- 



^=1 Ch ^ (x " Ch) 

nito e costituiscono una funzione (razionale) finita 
in tutto il campo D; quindi essi non influiscono 
sulla convergenza. 

1 97. Se Ci, CJ2, . . . sono le radici d' una fun- 
zione intera^ e set posto | c;> | = y;» , si ha : 



^ C' (r/.+i 



Y/» ) =-' \ 



essendo p un numero intero non negativo e ^ una 
quantità finita positiva^ il genere della funzione 
è p (teorema di De Sparre). 
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Ora, poiché liiri yn = oo, si può supporre n ab- 
bastanza grande perchè per ogni h^n sia: 

si ha allora dalla relazione precedente: 

r:^.<r:+^[p+g)+g)+-]= 

ossìa, ponendo per semplicità x (2p — 1) = i*: 

\+l < L, + 5^- 

Allo stesso modo si avrà: 






e quindi: 



C2<-^' + 2S--- 



Ne segue: 

^ 1- . . . > 1 r ...> 



P P P I J> A 

T .. Y . „ r + I* Y -•- 2 "• 

'n+1 '»+2 '» ' " '» ' 

1 , 1 

> h — ^,- + . . . 
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ma quest' ultima serie è divergente, * quindi lo 
è anche quella del 1^ membro, e la funzione con- 
siderata è precisamente di genere i?. 

198. Se f(x) è una funzione di rango p, 
si ha: 

lim M-yf =0, (1) 

mentre Vespressione: 

non tende ad alcun limite finito al crescere inde*' 

finitamente di p. 

Prima di dimostrare il teorema, conviene fare 

un' osservazione. 

f ' (x) 
La funzione — 7^— r è finita e continua su ogni 

XP t (a?) ^ 

circonferenza, col centro nell'origine, non passante 

per alcun posto-zero di f(x)\ quindi per tutte e 

sole queste circonferenze ha un significete determi' 

nato il simbolo: 



("fisV 



I valori di p che sono moduli di radici di f (x) 
formano un insieme A isolato ed avente il solo 
punto limite oo; detto quindi B l'insieme dei va- 
lori reali e positivi non appartenenti ad A^ esi- 



* V. CfiSÀRO; op. cit., pag. 118. 
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stono sempre infiniti elementi di B maggiori di 
un numero positivo \ qualunque sia questo nu- 
mero. Ora il significato della relazione (1) è, che, 
presa una quantità positiva <7 qualunque, può sem- 
pre trovarsi una quantità positiva X tale, che per 
tutti gli «elementi p di J? maggiori di X sia: 

r(p) 



M 



XPf(^) 



<^. 



E ovvio che analoghe considerazioni valgono 
per r espressione (2). 
Sìa la funzione data: 

h=z\ \ Chi 

dove g {x) è un polinomio di grado non maggiore 

00 1 °° 1 

di », 2 - — --—- è convergente e 2 - — — è 

felice 1^+1 7i=l \Ch\P 

divergente. Si avrà: 

f{oc) 9'{oc) ^ m_^^ 1 



xpf{x) XP a?p+i tei cl(x — ch) 

^ i/' (^ , m ~ X « _J_ 

XP "^ ip+i -^Ci ,P+^ (a^^cH) *=i cf'' 

p 
ossia, ponendo g{x)= 2 bi x* : 

f=0 



XPf{x) i=iXP+^-* XP+^ 

00 /p » 1 



^=1 ^+^ (a; - c;ì ) ^-1 c^'' 
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Prendiamo un valore p dell'insieme B^ e sup- 
poniamo : 

\Cq\<9<\ Cq+l I ; 

avremo (art. 99, 101, 104): 

M^, = (i = l, 2,...,p), 






per h ^ g, 



\ per h'>q^ 
1 1 



M 






quindi (art. 100), tenuto conto che la serie: 



~ 1 

V 



*=1 cliOD — Ch) 

e perciò anche la serie 2 ——r: , e equi- 

convergente sulla circonferenza p (art. 196): 

"ppfCp) »=icf+i »=ict+i ft=(H-icf+-'' 

e infine, essendo limg^<x> per Hm p -^ oo : 

lim M -— ^T-x == 0. 

l 
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Si ha poi: 
fix) P ibi , w . ~ ^ 



XP-l f (00) /=1 (VP-i XP J,-.o ^P ^x-Ch) 

Ora: 

, ^ibi (0 per i = 1, 2, . . . , p — 1, 

In : = i 7 

pp— » f p^ip per t=Pj 

^m_ (0 per p > 0, 

p^ f w per jo = 0, 

W = l C^ 

\ per A>g, 

quindi, designando con s un coefficiente nullo per 
;p > ed =1 per p = 0: 



h 

Ma la serie ^ — non è convergente, quindi 

fi?) 
lim M r-^rr^ o non esiste, od è infinito, secon* 

dochè quella serie è indeterminata o divergente. 
È da osservarsi, che la relazione (1) vale anche 
quando in luogo di p si ponga un numero intero 
qualunque maggiore di p. Infatti una funzione di 
rango p può sempre mettersi (art* 171) sotto forma 
di funzione di rango maggiore di p. 
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199. Se tipo) è una funzione intera^ ed ha 
luogo la relazione: 

lim M 4^7^ = (1) 

per ogni numero intero t 7ion inferiore ad un nu- 
mero non negativo p, f(x) è una funzione di 
rango p. 
Sia: 

00 / \ 2 — 

f{cc) = pM')x^ n \i-^^\eic=\^'''\ (2) 

^=1 \ Ch] 



dove: 



oo 

g{x)= 2 hi CO^ . 
t=0 



Sarà: 

Per: 

I C(7 1 < p < I Cj+1 I , \x\=p, ht^q 

si ha: 

1 00 

= i c,ir-»-^, 

a? — CA <=o * 



quindi : 



ajrA-^ e» . 

1 c! '\r»-A-^-»-i 



4 



/j^iX-Ch) '=0 " 
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ossia riducendo: 

h=\\ Chi 

sicché f{x) è una funzione di prima classe e di 
rango non maggiore di p, 

D' altra parte, se essa fosse di rango minore di 
/?, la (1) sussisterebbe (art. 198) anche per ^ < p. 
ciò che è contro le ipotesi del teorema, quindi 
f{x) è precisamente di rango p, 

200. Un caso particolare di questo teorema 
è il seguente: 

Se^ comunque x tenda ad infinito (senza però 

f (^) 
passare per alcun posto-zero di/'(^)), — :r(~~\ ^^^'^'^ 

X^ f \X) 

a zero^ f(x) è tutt^ al più di rango p. 

201, Se f{x) è ima funzione semplice avenU 
tutte le radici reali, * /"' (x) è una funzione dello 
stesso genere di f (x). ** 

Siene di, do, ... le radici positive di f(x) di- 
sposte in ordine crescente ; — ^i, — ^2) • • . le ra* 



* Od anche il prodotto di una tal funzione per un espo- 
nenziale come quello dell'art. 189. 

** Il teorema della conservazione del genere probabil- 
mente sussiste, non solo per tutte le funzioni semplici» qua- 
lunque sia la natura delle loro radici, ma anche per tutte 
le funzioni di rango determinato. Però esso non fu ancora 
dimostrato in generale ; come vedremo più innanzi, ilrisultato 
più generale a cui si è giunti sinora è questo: che, se f{jt' 
è di rango p^ f {x) è di rango j; o j? + 1. La conservazioni' 
del rango fu dimostrata da Laguerre (92) pel caso in cui 
la funzione considerata ha un numero finito di radici com- 
plesse. 
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dici negative disposte in ordine di valore assolato 
crescente. In ogni intervallo dhdh+i è compresa 
(art. 189) una ed una sola radice Sh di /*' (a?), in 
ogni intervallo (— eh ) ( — eh+i) una ed una sola 
radice — th . Oltre le radici Sh , th la /*' (a?) potrà 
avere un numero finito di radici comprese nell'in- 
tervallo — eidi, ed un numero pure finito dira- 
dici complesse; tutte queste non influiscono sulla 
determinazione del genere. Dalle relazioni: 

dh <Sk< dh+i^ , eh<th< e/i-f 1 
segue: 

OOl OOl CX)1 ool 



h h h h 

OO 1 OO 1 00 1 

00 1 00 1 00 1 



Ma, se p è il genere di f(oo)^ le serie: 

h h 

00 1 

sono convergenti, ed una almeno delle - 



h 
00 I 00 J 

- — è divergente. Ne segue che ^ -,,, e 

^/» ^h 
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00 1 



«j-i sono convergenti, e che una almeno 

00 J °° 1 

delle 2 -— 2 — è divergente : il che dimostra 
l'asserto. 



Funzioni aventi un solo punto singolare 
posto a distanza finita (C 1 ò). 

202. Se f(x) è una funzione analitica uni- 
forme avente un solo punto singolare e, posto: 

1 
co — e 

f(x) si trasformerà in una funzione di y avente 
una sola singolarità all'infinito, cioè in una fun- 
zione intera di y. Quindi la forma più generale 
delle funzioni aventi un solo punto singolare e è 

g[ j, dove g denota una funzione intera; que- 
sta è razionale o trascendente secondochè la sin- 
golarità è polare od essenziale. 

Un esempio di tali funzioni è la caratteristm 
(art. 145) d'un punto singolare isolato. 
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Funzioni aventi un numero finito 
di punti singolari (02). 

203. Sieno Ci, Cg, . . . , Cn i puati singolari, 

^1 (^} 9^ (^J • • • ' 9" (^) >« !«'•'> 

caratteristiche; le ^ denotano funzioni intere dei 
loro argomenti. Se f{x) è la funzione cercata, 
la differenza: 

^^'^-^\^]-'\^--~''{^] 

è una funzione senza alcuna singolarità, quindi 
(art. 137) una costante (7. Si ha dunque: 

h=l \00 — Chi 

Se uno dei punti singolari, p. es. Cn , fosse al- 
l' infinito, invece di ^«1 ) dovrebbe porsi 

\^ Cn ) 

Funzioni con infiniti poli 
ed un solo punto singolare essenziale ((7 3 a). 

204. Supponiamo per semplicità che il punto 
singolare essenziale, il quale sarà l'unico punto 
limite dell'insieme dei poli, sia il punto all' infi- 
nito. Si potrà costruire una funzione intera g (x) 



246 Parte secónda. 



avente per radici i dati poli; allora, se ^i (^) è 
una funzione intera soggetta alla sola condizione 
che le sue radici sieno diverse da quelle di g [x\ 
la più generale funzione che soddisfa alle condi- 
zioni proposte sarà: 

Un altro metodo per costruire la funzione fix] 
è dato dal teorema di Mittag-Leffler, di cui par- 
leremo tra poco. 

Le funzioni aventi un solo punto singolare es- 
senziale all'infinito ed infiniti poli diconsi mero- 
morfe o trascendenti fratte. 



Funzioni con infiniti poli ed un numero finito 
di punti singolari essenziali (C3&). 

205. Sia A l'insieme dei poli, e sieno: 

i punti singolari essenziali. L' insieme A^ non po- 
trà contenere punti diversi dai punti d] suppo- 
niamo: 

dove m è un numero eguale o minore di n. Po- 
tremo allora decomporre l'aggregato A inm ag- 
gregati Ai^ ^2? • • • > ^w tali, che Ai abbia il solo 
punto limite rfi, A^ il solo punto limite d^».'^ 
Am il solo punto limite dm- Costruiamo ora (ar- 
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ticolo 204) la funzione fi {od) avente per poli i 
punti dell'insieme -^i e per unico punto singolare 
essenziale di, e analogamente le funzioni /2(^), — i 
fm{cc)\ inoltre, se m<w, designiamo con g\{pc)^ 
92 (^)i • • • 1 gn—m ipc) n — m'funzioni intere qualun- 
que. La funzione cercata f(x) sarà allora: 



f 



tn n — m / 1 \ 

(>r)= 2 f,(x)+ 2 gJ \+c, 

hz=ì A:=l \X—am-h] 



dove e è una costante qualunque. 

Funzioni con infiniti punti singolari qualunque (C3c). 
Teorema di Mittag-Leffler. ^ 

206. Il primo che trattò il problema della 
costruzione d'una funzione avente date singolarità 
fu il Mittag-Leffler, il quale, partito, nel 1876 dal 
caso più semplice (quello dell'art. 204), andò via 
via estendendo il suo metodo a casi [sempre più 
generali. 

Noi cominceremo coli' esporre il teorema che 
porta il nome di Mittag-Leffler per un caso un 
po' meno semplice di quello dell'art. 204, ma che 
non offre alcuna maggior difficoltà. 

Supponiamo che i punti singolari costituiscano 
un insieme avente per unico punto limite il punto 



* BuccA 33, Casorati 34, Cousin 42, Frenzel 56, Gour- 
SAT 59, Hermite 77, Krause 86, Mittag-Leffler 112, 114, 
115/ 117,'^ 118, 119, 122, 125, 128, Pincherle 149, 154, Sche- 
RiNG 185, Yitali 201, "Weterstrass 215. 
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air infinito. Tale insieme sarà numerabile, ed inol- 
tre i suoi punti potranno disporsi in ordine cre- 
scente di modulo, sicché, denotando con c^, C21 • • • 
i punti sinpfolari diversi dal punto all'infinito, e 
che supporremo pure diversi dall'origine, si avrà: 

I Ci I t:^ I C2 1 ^ . . . , lim ch = 00. 

Supponiamo ancora che sieno date le caratte- 
ristiche a hi 1 dei punti ch, 

Xx — ch J 

L'idea che si presenta più ovvia è quella di ap- 
plicare al caso attuale il procedimento dell'arti- 
colo 203, costruendo la funzione: 



5 n (-!-) 

i=l \x — Ch) 



^ (7a|— ^— 1-+-C. 

h. 



Ma è ehiaro che la serie scritta non sarà in ge- 
nerale convergente per tutti i valori x diversi dai 
valori Ch. Il concetto di Mittag-LeflBer consiste io 
questo: aggiungere a ciascun termine della serie 
un polinomio tale, che essa divenga convergente. 

A tal uopo, presa ad arbitrio una serie conver- 

00 

gente a termini positivi ^ e/i ^ si osservi che la 
funzione gni j, non avendo altro punto sin- 

\X ^ Ch / 

gelare oltre Ch, sarà rappresentata nell'intorno del- 
l' origine da una serie di potenze il cui raggio di 
convergenza sarà \ch\; si avrà cioè: 

^^)=|«"^-^'' per I^KIc.1. 
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La serie del secondo membro sarà inoltre equi- 
convergente in ogni cerchio col centro nell'origine 
di raggio < | <?/i | ; potrà quindi trovarsi un nu- 
mero mn tale che sia in tutto un tal cerchio: 



ossia : 



9h 





co 

2 ahk x^ 

kz=:mh 


<s;i, 


1 \ ^r' 


aiilcCO^ 


ar- 


-Chi &=1 



<6;i. 



Dopo ciò, preso un cerchio di raggio p col cen- 
tro neir origine non passante per alcuno dei punti 
e, e supposto I c^ I < p < I Cqj^\ I , si avrà per tutti 
i punti di questo cerchio: 



h=q+\ l \X — Ch} 1c=\ J 



00 



ahkX^' I < 2 s^ 

h-=qJr\ 

e però, pel lemma di Weierstrass, il primo mem- 
bro potrà convertirsi in una serie di potenze: 

? AqkX^ 

convergente .entro il cerchio p. D'altra parte l'e- 
spressione : 



7i=l l V^ — Ch ] 



• 2 ahkx^ì, 
k=i J 



che è la somma d'un numero finito di funzioni 
regolari in ogni punto tranne in uno dei punti 
Ci, C2, . . . , C(? , costituirà una funzione della stessa 
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natura; quindi l'espressione: 

F(x)= ? j^^(— ^ì- 'T\urr-1 (1) 

7i=l l \X — ChJ k=zl ì 

rappresenterà una funzione regolare in tutti i punti 
del cerchio p tranne tutt'al piìi i punti c^, C2, ..., Cg. 
Ora p è quantità arbitraria, e l'espressione (1) è 
indipendente da p ; quindi può concludersi che la 
(1) rappresenta una funzione analitica regolare in 
ogni punto del piano a distanza finita, eccettuati 
tutt'al più i punti c^, C2, . . . Per vedere come que- 
sta funzione si comporta in un punto Cs , basta 
osservare come, col ragionamento esposto, si possa 
concludere che la funzione: 

F{x) — \gs {-^—] - '">^^ asL' x^ 1 = 

l \X — C8 J ^=1 J 

00 r / 1 \ wiA-1 1 

= ^<*^ \gh\ A- ^ ahk x^l 

7i=l l \X — Chl 7c=l J 

dove l'indice superiore s indica l'esclusione del 
termine 8-esimo, è regolare in tutti i punti del 
piano diversi dai punti Ci, Cg, . . . , c«-i, c»+i, ..., 

quindi anche nel punto Cs ; ora, poiché ^ ask x^\ 

essendo un polinomio, è regolare per ogni valore 
finito di x^ sarà regolare in cianche la funzione: 

cioè Qs\ — I sarà la caratteristica della fun- 

\X — Cs ] 
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zione F(x) relativa al punto c7. Pertanto^ i^'Cr) 
soddisfa alle condizioni volute. 

Se ^{x) è un'altra funzione che soddisfa alle 
stesse condizioni, la differenza ^ì>(x) — F(x) sarà 
una funzione regolare per ogni valor finito di a?, 
cioè una funzione intera ^ (a:) ; e l'espressione più 
generale della^/unzione cercata sarà: 

<D(;r)=: 2 \gn\ ì: ankx^\+g{x). 

;»=i L xx—ch] 7^=0 J 

Si può adunque enunciare il risultato seguente : 
Dati infiniti punti Ci, Cg, . . . , tali che: 

\ C\\^\ ^2^ . . . , lim ch -==- oo, 
e date infinite funzioni: 

ffìi 1 92\ i--, 

XX — Ci) \X—C2l 

(love le g denotano funzioni intere dei loro argo- 
menti, è possibile in infiniti modi costruire una 
funzione ^ (x) regolare in ogni punto del piano 
a distanza finita tranne i punti Ci, C2, . . . , ed 
avente in questi punti rispettivamente le caratte- 
ristiche gA 1, g^ì 1 ... (teorema di 

\ X C\) \X C%j 

Mittag-Leffier). 

207. Fra il teorema di Mittag-Leffler e quello 
dì Weierstrass passa una stretta connessione. 

Supponiamo che i punti Cj, ^2, . . . sieno tutti 
poli semplici col residuo 1; si ha allora: 



\X —-Chi X - Ch 
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e questa funzione, per 
nella serie: 



I a? I < I c/i I , si sviluppa 



X — Ch 



00 

— 2 



X' 



^•=0 /+!' 

% 



quindi la funzione eercata è: 






1 *»*-! X^ 

— y 2 — — 



h 



-!- i7 (^) 



00 

7i=l 



1 



/pfMA Q 



mh 



oo 

= 2 

^=1 -*»'* 






+ 



nih 



C^ {X — Ch) 

+ 9 (a?). 



+^(^) 



C^ \X — CK) 



Ora, se si pone g {x) = V (a?), dove Z (a;) è una 
funzione intera, e: 

f{x) = ^^(^) n f 1 - -^\ gfc-i ^*, 

7l=l \ Ch / 

si ha (art. 172), quando si prenda mh = rh: 

f{x) 



f{x) 



= <I> {xl 



208. Passiamo ora ad esporre le ricerche più 
generali di Mittag-Leffler. 

Sia A un aggregato !di punti isolato, e quindi 
numerabile, sicché i suoi elementi potranno desi- 
gnarsi con Ci, C2, . . . ; di piìi gli aggregati A e A' 
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non ayranao alcun elemento comune. Può avve- 
nire che, togliendo dal piano i punti dell'aggre- 
gato A-¥Jl^ rimanga una superficie tutta d'un 
pezzo, ossia connessa; come può avvenire invece 
che questo aggregato divida il piano in due o più, 
od anche infinite, parti separate. Un esempio del 
primo caso si ha quando A è T insieme delle ra- 
dici d'una funzione intera; un esempio del secondo 
può costruirsi come segue. 

Prendasi una successione crescente di valori po- 
sitivi : 

Ti, Tg, . . . (1) 

avente un certo limite finito p; e poscia, ordinati 
i numeri razionali compresi fra e 2?? in serie 
semplice: 

in uno degr infiniti modi in cui ciò è possibile 
(art. 27), si ponga: 

C\ — Yi «*^' , C2 = Y2 ^•^* 1 • • • (2) 

Indicando con A l'aggregato dei punti e, l'ag- 
gregato A! sarà costituito, come è facile vedere, 
da tutti i punti della circonferenza di raggio p col 
centro nell' origine. lu questo caso dunque l'aggre- 
gato A-\- A divide il piano in due parti separate, 
Tuna P costituita dall'esterno del cerchio p, l'al- 
tra Q dal suo interno toltine i punti e 

E da notarsi che nell'esempio considerato l'ag- 
gregato A + A' forma il contorno completo della 
parte Q. Infatti ciascun suo punto appartiene al 
contorno di Q, giacche in ogni intorno d'un punto 
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qualunque di A + A' vi sono punti appartenenti 
a ^, e inoltre non v'è alcun altro punto del 
piano che appartenga al contorno di Q. 

Ciò non avviene in tutti i casi; può accadere 
al contrario che A + A' non formi il contorno 
completo di alcuna delle parti in cui esso divide 
il piano. Prendiamo, per esempio, oltre la succes- 
sione (1), un'altra successione: 

hi ^2? • • • 

decrescente e avente ancora per limite p, e sup- 
poniamo l'aggregato A composto dei punti e de- 
finiti dalle (2) e dei punti: 

d, = he'^^, ^2 = 5.,,*^.,... (3) 

L'aggregato A^ consterà come prima di tutti i 
punti della circonferenza p ; e quindi A-^ A' di- 
viderà il piano in due parti: l'esterno del cerchio 
P toltine i punti (3), e l'interno di esso toltine i 
punti (2). Ma A + A^ non costituirà il contorno 
completo ne dell'una nò dell'altra di queste parti. 
209. Supponiamo dunque dapprima che l'ag- 
gregato A + A^ non divida il piano in più parti 
separate. Sia dato, oltre l'aggregato A^ un aggre- 
gato numerabile di funzioni: 



^^t-V) 4-^y-^ 



(1) 



dove ciascuna delle g ò una funzione intera del 
proprio argomento. * 



* Se ch fosse il punto ali* infinito, invece di ffh l~ j 

dovrebbe porsi (/k (a?) (art. 96). 
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Vogliamo costruire una funzione analitica che 
sia regolare in tutto il piano, eccettuati i punti 
di A-^- A\ e che nei punti di A abbia le carat- 
teristiche (1). * 

L'insieme delle distanze di un punto cn dai 
punti dell'insieme A^ ha un limite inferiore non 
nullo f/i, giacche, se esso avesse per limite infe- 
riore 0, Ch sarebbe punto limite di A\ ossia ap- 
parterrebbe ad A'\ e quindi (art. 7) ad A\ ciò 
che è impossibile perchè A è isolato. Però la suc- 
cessione Pi, p2j • • • ha per limite zero. Infatti, se 
essa avesse un limite positivo <r, presa comunque 
la quantità positiva t < d, potrebbe assegnarsi un 
numero m tale che per ogni h^m fosse p?i > t. 
Allora l'insieme dei punti Cm+i, Cm-j-2, . . . non po- 
trebbe avere per punto limite alcuno dei punti di 
A'; ma d'altra parte tale insieme ammette al- 
meno un punto limite, il quale deve far parte di 
A': donde la contraddizione. 

Poiché dunque lim p/i = 0, noi potremo pren- 

dere nell' agg^^egato A^ infiniti punti rfi, c/2, . . . (non 
necessariamente tutti fra loro diversi) tali che sia : 

lim I Ch — dh I = 0. 

7i=oo 

Dopo ciò, se, centrando in dh, descriviamo una 
circonferenza Ch contenente nel suo interno il 



punto Ch, la funzione ^/ij:;;— — l la quale è 

jC ~~ Ch / 



e re- 



* È quasi inatile notare, che si passa da questo pro- 
blema a quello più speciale dell' art. 206 supponendo che A' 
consti del solo punto alP infinito. 
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gelare all' esterno di tale cireonferenza, potràt 
quivi syilupparai in serie di potenze di — : 

gh\ 1= 2 ahh(x--dh)-^. 

Ponendo : 

ahk = hhk {ch — dh)^^ 

tale sviluppo può scriversi: 

, Uh — dh \*^ 



9h 






Esso è equicon vergente all'esterno di qualunque 
circonferenza concentrica a O/i e di raggio mag- 
giore, cioè per tutti i valori x per cui: 

Ch — dh 



X — dh 



<^ 



(2) 



essendo & una quantità qualsiasi minore di 1. Scelta 
quindi ad arbitrio una successione di quantità po- 



co 



sitive Si, £2? • • • tftli eh© ^ ^^ sia convergente, pò- 

71=1 

tra trovarsi, per ciascun valore di h. un numero 
mh tale che per tutti i valori di X che soddisfanno 
alla condizione (2) sia: 

~ , (Ch-dhV'\^ 



li=:mh 



ossia : 



dft\* 



\X — Chl A;=0 \X - dh) 



<57|. 
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Consideriamo ora la funzione: 

1 

k=0 



ft=l l \X— Chi 



' '4^n 



Se Xq è un punto del piano non appartenente 
né ad A ne ad A\ il limite inferiore delle sue 
distanze dai punti di A + A' non sarà zero; giac- 
ché, in tal caso Xq apparterrebbe ad A\ oppure 
ad A" che è contenuto in A\ Potrà quindi descri- 
versi un cerchio r di centro Xq non contenente nel 
suo interno né sul contorno punti di ^ o di A\ 
Detto 5 il limite inferiore delle distanze dei punti 
del cerchio da quelli ài A + A\ S sarà una quan- 
tità diversa de zero. D'altra parte, siccome: 

lim \ Ch — dh 1=0, 

7i=oo 

può trovarsi un numero n tale che per ogni h> n 
sia \ Ch — d/i I < 2 S. Si avrà allora per tutti i punti 
X del cerchio y: 



Ch — dh 

X — dh 



<2, 



e quindi: 

71=1 l \X — Chl Ar=0 \ X —dh I J 



00 oo 

+ ^ ^ bhk 



I ch—dh V' 
\ X — dh I 



Il prirtlo termine del 2® membro è una somma 
d'un nùmero finito di funzioni analitiche regolari 
in y; al secondo tarmine può applicarsi (cfr. ar- 
VivAHTr. 17 
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ticolo 206) il lemma di Weierstrass. Quindi F{x) 
è una funzione regolare in y. Si dimostra poi, 
come nell'art, citato, che F(x) ha la caratteri- 
stica gnì :) nel punto c/i. 

Se ^ (x) è un' altra funzione avente le stesse 
proprietà di F{x)f la differenza <I> (x) — F{x) sarà 
una funzione regolare almeno in tutti i punti del 
piano non appartenenti ad A\ Quindi la forma 
più generale della funzione cercata è: 

h=i l \x — chl k=o Xx — dh) l 

dove l (x) denota una funzione che non può avere 
punti singolari non appartenenti ad A\ 

210. Se l'aggregato A + A! divide il piano 
in più parti separate, e forma il contorno com- 
pleto d'una di esse P, l'espressione teste costruita 
rappresenta in P una funzione analìtica che sod- 
disfa alle condizioni volute e che non può conti- 
nuarsi fuori di quel campo. Nelle altre parti del 
piano essa rappresenta altre funzioni analitiche. 

211. Le ricerche esposte possono considerarsi 
sotto un altro punto di vista. 

Sia data una funzione analitica W (a?), e sia i 
l'insieme dei suoi punti singolari. L'insieme/ 
sarà chiuso (art. 126), e però si avrà: 

i^r + j, 

dove J" è un insieme isolato, che sarebbe nullo 
quando I fosse perfetto. Noi non faremo questa 
ipotesi. Poiché J è contenuto in i, ,/' sarà con- 
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tenuto in /'; poniamo dunque: 

r = j' + K, 

■ 

donde: 
Xe segue: 

r^MiJ', j", a:'), 

ossia, poiché J" è contenuto in ./': 

I' — M{J', K'), 



e quindi: 

M{J\ K') = r + K. 

Cioè i punti di i^ appartengono o a J' o a K\ 
Ma essi non possono appartenere a J', quindi ap- 
partengono necessariamente a K'\ sicché K hww 
insieme concentrato. 

Siene Cj, 6*2, .. . i punti dell'insieme isolato, e 
quindi numerabile, J, 

Applicando il teorema di Laurent, noi potremo 

determinare la caratteristica gh\ 1 della 

\x — Ch ] 

funzione data W {x) in ciascun punto cu di J; poi 
potremo costruire (art. 209) la funzione F{x) ro- 
solare in tutti i punti del piano (o d' un campo 
avente per contorno completo J+i'), ed avente 

nei punti di J le caratteristiche gh\ 1. Al- 

\X— Chi 

lora la funzione: 
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sarà regolare anche nei punti di J, e non potrà 
avere altri punti singolari che i punti di /'. 
Abbiamo ottenuto così il risultata seguente : 
Data una funzione V {x) avente dei punti sin- 
golari isolatiy si può costruire una funzione O (x) 
la quale sia regolare^ oltre che in tutti i punti in 
cui lo è W(a?), anche ih questi punti. 

21 2. Il legame già rilevato fra il teorema di 
Mittag-Leffler e quello di Weierstrass offre il 
modo di generalizzare notevolmente quest'ultimo 
teorema in base ai risultati degli articoli prece- 
denti. Per breyità ci limitiamo ai soli enunciati: 
Sia A (ci, C2, . . .) un insieme isolato tale che 
A + A\ non divida il piano in più partii o, di- 
videndolOf formi il contorno completo d'una di esse 
P. Può costruirsi una funzione analitica, esistente 
rispettivamente nelV intero piano esclusi i punti di 
A + A\ nel campo P, e avente nei vari punti 
Ch degli zeri o dei poli di ordini prefissi nn-* Lti 
espressione più generale di tale funzione è: 

F{x)=m . n( 1- <!hZL^Y :\^M^) ,,, 

/i=l\ X — dhì 

dove le dn , mn hanno lo stesso significato già ad 
esse attribuito (art. 209), ed l(x) è una funzione 
regolare e diversa da zero, oltre che nel campo in 
cui è regolare la funzione da costruirsi, anche nei 
punti di A. 



* Uh è un numero intero positivo per gii zeri, negativo 
pei poli. 
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Data una funzione ^ {x) avente degli zeri e dei 
poli^ si può trovare un'altra funzione ^ (x) rego- 
lare e diversa da zero, non solo nei punti in cui 
^ (x) è regolare^ ma anche nei suoi zeri e nei 
suoi poli. 

213. Le proposizioni testé enunciate ci per- 
mettono di procedere più. innanzi nella via intra- 
presa nell'art. 211. 

Abbiasiuna funzione W {x\ e sia ancora t7(ci, c^^,) 
V insieme dei suoi punti singolari isolati. Pel teo- 
rema di Laurent si avrà, nell'intorno di cn: 

W(oo) = gn(-^^\ + Ph{x--Ch\ 

\X — Ch) 

dove P/i (^ — CTI ) è una serie di potenze di x — ch 
convergente entro un certo cerchio, che non c'im- 
porta di determinare. Indicando con pn un numero 
intero positivo qualunque, poniamo: 

Ph{oo—Ch)=^eho + ehiix — Ch) -^- eh2 (a? — ca)^h~ 
+ . . . + ehph-i (x — ch )P^^^ + Chpkix — ch )P* +..., 

quindi : 

^ (x) = gh I ] + eho + ehì(x — ch) + ...+ 

\X — Ch J 

+ ehph-i(x — c^)P*-i + ehpnix — C7i)PA + . . . ; 
inoltre : 

gh\ 1 + em + eh\(x — Ch) + . , . + 

\x — Ch J 

+ ehph-i {x — Ch )^*~ ^ = (x — Ch )^* fh ( 1 

\X — Ch I 

eupj, {x — ch)Pf* + ,,. = {oo-'Ch )^* Qh {oo - ch ), 
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dove fh\ i è una funzione intera di 

\x — Chi x—c; 

priva del termine eostante, e Qh {x — c/i ) è una 
serie di potenze di x — cn. Si avrà allora: 

w (x) = Oc - ch y^^ fhl- --Ì + 

\X — Ch J 

+ (ic - ch)^^Qh{x — ch). (1' 

Noi vogliamo mostrare che si può costruire una 
funzione, la quale sia regolare in tutti i punti k 
cui lo è ^ (x), e inoltre nell'intorno di ciascun punivi 
Ch coincida con ^ {x) non solo nelle potenze ne- 
gative di X — Ch (ossia nella caratteristica), nu 
anche nelle potenze positive sino ad un certo grauo 
prefisso p/i — • 1 ; — come può dirsi più breve- 
mente — che rappresenti W (x) nell'intorno di cia- 
scun punto Ch con ìm' approssimazione prefissa. 

A tal uopo si costruisca anzitutto la F{x) sr 
condo la formola (1) dell'art. 212, in cui si su[r 
ponga l (x) si, nh = ph: 

^ _ cu- du Y -,!,-,. (^] 
X — dh J 

La funzione : 

(x-'Ch)P^fh\ I 

\X — Ch) 

F{x) 

sarà regolare nel punto ch o, tutt'al più, avrà k 
osso una singolarità isolata, e quindi pel ieormà 
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di Laurent sarà: 



cp/i è 

\X — Oh I 



dove cp/i I — ^^ — I è una funzione intera di - , 

Xx — Ch I X — Ch 

e Rh (x — cu) è una serie di potenze di a; — oh . 
Costruiamo ora (art. 209) una funzione B {x) re- 
golare dappertutto dove lo è ^' (.^), e avente in 

Ch la caratteristica ^n 1 • Si avrà allora nel- 

\X — Oh ì 

l'intorno di e/? : 

(a?) == cp/^ - 1 + Sa (.r ■— Ch ), 

\;^ — Ch J 

dove S/iCr — c/t) è una serie di potenze di x — Ch, 
e quindi, per la (3): 

{x — Ch)P'*fh\—_-A 

¥( x) ' =^i^)-T,{x~-CH\ 

dove: 

Th {oc — Ch) = Sh (x — Ch) — Rh (X - Ch) 

ò una serie di potenze di a; — ch . Ne segue : 
F(x) e {x) = {x- Ch )P^ fh (-^-- ì + 

\X — C/t / 

+ F(..)r/,(.r-a); 
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ma, dalla (2), risulta nel!' intorno di chi 
F{x) = {x — ch)P^ Uh {x — ch ), 

■ 

dove Uh{x —Ch) è una serie di potenze di 
X — ch^ quindi : 

F(.a;) e {X) = ix-ck)p'' A {zAtt] + 

\X Ch / 

4- (a? — (7A )^* Vh (co— Ch ), 

dove: 

Fa (a?- c/i)= Th{a^ — ch) Uh(x—ch) 

è ancora una serie di potenze di a? — ch. Confron- 
tando colla (1), si vede che il prodotto F{x) B (j.) 
rappresenta la funzione data V (x) coir approssi- 
mazione voluta. 

214. Si è trovato che, se T insieme Jdei ponti 
singolari d' una funzione V {x) non è perfetto, e 
se: 

può costruirsi un'altra funzione, che diremo M'*i(j), 
non avente più alcuna singolarità nei punti di J. 
Può avvenire però che ^\{x) abbia a sua volta 
dei punti singolari isolati ; così se, come accade in 
generale, i punti di 1' sono tutti punti singolari 
per la ^i (ar), e se I' non è perfetto, posto: 

i punti di J"i sono punti singolari isolati di V, (x). 
Si potrà costruire allora una funzione ^2(^)non 
avente più alcuna singolarità nei punti di Jj; e 
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così di seguito. Ora si domanda: tale processo di 
riduzione conduce infine ad una funzione senza 
punti singolari isolati, ossia Tinsieme dei cui punti 
singolari è perfetto? 

Ricordiamo (art. 76) che, se 7 è un aggregato 
chiuso, esiste un primo numero ordinale della prima 
o della seconda classe tale che J(") è perfetto (o 
nullo), e che si ha: 

gli aggregati I^y) — J(y+i) sono isolati, e quindi 
numerabili, e sono quelli stessi che designammo 
già con J, Jj, . . . , sicché possiamo scrivere : 

J= 2 JTy + /(«). 

Indichiamo con Cqi, Co2, ... gli elementi di J, con 
Cyi, Cy2, . . . quelli di Jy, 6 prendiamo ad arbitrio 
dei numeri positivi: 

^yh Sy2) . . . (Y < *) 

tali che: 

y<a 
sìa convergente. Se: 

\x Coi / \x — Coa / 

sono le caratteristiche di W (x) ne' suoi punti sin- 
f^olari isolati Cqi, C02, . . ., potremo (art. 209), facendo 
uso dei numeri Sq^, £02, . . . , costruire una funzione 



268 Parte seconda. 



serie 2 s^^; quindi la serie 2 Hu.(x) sarà equi- 

convergente nell'intorno considerato, e, pel lemma 
di Weierstrass, rappresenterà in quell'intorno una 
funzione analitica regolare nel punto Xq, 

Si dimostra poi come nell'art. 209 che in uu in- 
torno d'un punto con dell'insieme J la differenza : 

00 



2 Hf.{x)^goh( —\ 

=1 ^ \(V-coh) 



fi: 

è regolare. 

Sia ora p uno qualunque dei numeri y, e scri- 
viamo : 

dove la lettera P posta a destra del segno I nel 
secondo membro vuol denotare che dalla somma 
si devono togliere tutti i termini il cui indice f*, 
nella corrispondenza poc'anzi considerata, ha per 
omologhi numeri y più piccoli di B. Si dimostra 
allora, col solito metodo, che la differenza: 



2(/5) H^{x)^gJ—LA 
/*=i "^ \a? - C/SA/ 



è regolare nell'intorno di c/?a. 

Dopo ciò risulta stabilito che le espressioni tro- 
vate rappresentano funzioni analitiche aventi le 
proprietà volute ; e, in particolare, che ^^a (x) ù 
una funzione analitica regolare, non solo in tutti 
i punti in cui lo è V (x)^ ma anche in tutti quelli 
dell'insieme J, 



PARTE TERZA. 

COMPLEMENTI 
DELLA TEOBIA DELLE FUNZIONI ANALITICHR. 



Ricerche di Poincaré, Hadamard, Borei ed altri 

intorno alle funzioni intere. ^ 

Teoremi di Picard. ^^ 

.215. Si è veduto come Io studio delle funzioni 
intere sìa, specialmente in alcuni punti, tuttora as- 
sai incompleto. Colle sue pubblicazioni del 1882 e 
1883, Poincaré ha aperto una nuova via per la ri- 
soluzione dei numerosi problemi che presenta la 
teoria di tali funzioni. I suoi concetti, che hanno 
un carattere nettamente distinto da quelli che 
informano le ricerche precedentemente esposte, 
furono adottati più innanzi da Hadamard, da 
Borei e da altri, i quali se ne valsero per giun- 
gere a risultati importantissimi. Però, e per la 



* Bassi 8, Borel 17, 27, 29, Desaint 44, 45, 46, Hada- 
MABD 64, 65, 68, 69, Jensen 84, Petersen 138, Poincaré: 
162, 163, Sghapeb 183, Schou 187, 188. 

** Borel 15, 17, 28, 29, Cazzaniga 36, Farkas 53, Pi- 
card 141, 143, 145, 146, 147, Schapeb 183. 
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grande complicazione delle dimostrazioni, che le 
rende poco adatte ad essere accolte in un Ma- 
nuale, e perchè parecchie di esse si fondano so- 
pra teorie non elementari, come gli integrali cur- 
vilinei, la formola di Stirling, ecc., * noi dobbiamo 
limitarci a riferire soltanto le definizioni ed i 
principali risultati. 

.216. Le ricerche di cui abbiamo ad occuparci 
si aggirano intorno ai seguenti punti principali: 

Relazione tra il genere d'una funzione intera e 
la rapidità con cui cresce il massimo del suo mo- 
dulo al tendere di x ad infinito; 

llelazione tra il genere d'una funzione intera e 
la rapidità con cui decrescono i suoi coefficienti 
al crescere del loro indice. 

Con esse si connettono alcuni notevoli teoremi 
dimostrati da Picard sino dal 1879, ed alcune ge- 
neralizzazioni di tali teoremi. 

217. Il genere d'una funzione intera di prima 
classe dà, in qualche modo, una misura del grado 
di rapidità con cui crescono i moduli delle sue 
radici al crescere del loro indice. Però si è tro- 
vato necessario d'introdurre un nuovo elemento 
atto a misurare tale rapidità con maggiore esat- 
tezza: V ordine reale, ''''^ 



* Farebbe opera sommamente utile ed interessante cbi 
81 accingesse a raccogliere in ordine sistematico e a dimo- 
strare per via elementare i risultati a cui alludiamo. 

** Così detto in opposizione eXV ordine apparente^ ^\e si 
definirà più innanzi (art. 219). Tale denominazione è doYuta 
a Borel; Schaper usa invece Konvergenzexponent^ o chiama 
Ordming un numero che, almeno per le funzioni somplicì, 
è il reciproco dell' ordine reale. 
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Sieno Ci, C2, . . . gli zeri d'una funzione intera, e 

sia al solito 7;^= | ca |. 

I numeri reali positivi « si dividono in due 

classi, secondochè fendono divergente conver- 

00 1 

gente la serie ^ — . I numeri della prima classe 

sono evidentemente tutti minori di quelli della se- 
conda; quindi esiste un elemento di separazione p 
delle due classi, il quale è unico e determinato. Que- 
sto è Yordine reale. In altri termini, dicesi ordine 
reale quel numero reale e positivo p avente la 
proprietà che, qualunque sia il numero positivo s, 

00 j^ °° 1 

^ — ~ è divergente e ^ ---rr è convergente. 



cx) l 



Riguardo alla convergenza della* serie 

nulla può dirsi in generale. 

Se p è il genere della funzione considerata, 
quando p non è un numero intero jd è il massimo 
intero in esso contenuto; quando p è intero p può 

essere eguale a p a p — 1. 

00 

218. Se f(x)~ ^'' ahx^ è una funzione di 

/i=0 

rango /?, si ha: 

lim e'^^^\'''f(x) = {\ 

a?=oo 

qualunque sia la quantità positiva l. 

Segue di qui che: Se M{1) è il massimo dei 
valori assolati di f(iv) corrispondenti ai valori di 
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X di modulo ?, si ha^ per valori di l abbastanza 
grandi: 

M (;) < e^^^'\ ! 

Inoltre i coefficienti di f{x) soddisfanno alla 
relazione seguente: 

lim ah {h !)P+i = 0. 

h=oo 

Il concetto di ordine reale permette di precisare 
meglio il secondo dei precedenti teoremi, almeno 
pel caso in cui f{x) è semplice: Se f{x) è unu 
funzione semplice di ordine reale p, si ha^ per ; 
abbastanza grande, e qualunque sia la quantìV^ 
positiva e: 

Se, in particolare, p rende convergente la serU 
^ — ^ (v» art. preced.), si ha, qualunque sia h 

^h 

quantità positiva l: 

M{^<e^'^^. 

219. Se la funzione f{x) è tale che per l ab- 
bastanza grande e per e arbitrariamente piccola 
si ha: 

MiÌ)<e'''+', 

-mentre vi sono valori di ì più grandi di qaalun- 
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lue valore assegnato per cui: 

M (;) > e^^'"", 

/ si dice Y ordine apparente di f{x). 

L'ordine apparente d'una funzione non è mai 
miìiore del suo ordine reale^ né quindi del suo 
rango. 

Se Vordine apparente d^una funzione non è un 
numero intero, esso è eguale air ordine reale. 

L'ordine apparente d'una funzione semplice è 
eguale al suo ordine reale. 

oo 

Se f{x)= ^ ah x^ è una funzione d' ordine 

h=0 

apparente p\ si ha: 

V I «fo I 
— i_ 

dove K—iep') ^'. 

Se f(x) è una funzione d^ ordine apparente p\ 
può trovarsi una serie di circonferenze (col cen- 
tro neir origine), di raggio indefinitamente crescente, 
sulle quali si ha: 

£ essendo una quantità positiva arbitraria. 

Se f(x) è una funzione semplice d' ordine j», 
eì'(^) un fattore esponenziale d^ ordine apparente 
maggiore di p, la funzione e^^^^^fix) è d^ ordine 
apparente maggiore di p. 

Se per tutti i valori di l si ha: 

M(^)<e^(^\ 

ViYANTI. 18 
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dove F($) è una funzione positiva crescente con 
l, indicando con s un numero maggiore di 2, con 
n il numero degli zeri di f{x) di modulo non 

maggiore di — , si ha: 



220. La somma di due funzioni di rango p 
è una funzione di rango p o p -r l. 

La derivata d' una funzione di rango p è um 
funzione di rango p o p + 1. 

221. I teoremi che portano il nome di Pi- 
card, e che furono da lui stabiliti nel 1879 me 
diante la teoria delle funzioni ellittiche, sono i 
seguenti : 

Una funzione intera f{x) prende nel piano ttà 
i possibili valori^ tranne tutfal pia uno solo. - 
Ossia: Se esistono due quantità A^ B tali^ cheli 
funzioni intere f{x) — A^ f{x)-'B non abbiano 
radici, f{x) si riduce ad una costante. 

Se esistono due quantità A^ B tali che le fun- 
zioni intere f{x) — A^ f{x) — B abbiano un nu- 
mero finito di radici^ f{x) si riduce ad un poli- 
nomio. 

Hadamard ha generalizzato questi teoremi come 
segue: 

Se f (x) è una funzione di rango finito^ e s(, 
? W) "^ (^) essendo due polinomi^ le funzioni: 

f{^)-'?ia!), f{x)-'^{x) 

hanno un numero finito di radici^ f(x) è un pò- 
Vmomio. 
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Un teorema, dovuto a Borei, che si può pure 
considerare come una generalizzazione dei teoremi 
di Picard, è il seguente: 

Se f ix) è una funzione il cui ordine apparente 
è un numero intero p^ tra le infinite funzioni: 

9{x)f{x)-^{x\ 

dove ^{x), ^{x) sono due funzioni qualunque di 
ordine apparente minore di p^ ve n'ha tutfal più, 
mia sola il cui ordine reale sia minore di p. 



Rappresentazione d'una funzione analitioa. ^ 

222. Il problema della rappresentazione d'una 
funzione analitica può enunciarsi così: Data una 
funzione analitica /^(^), il cui campo d'esistenza 
sia C, trovare un'espressione aritmetica F{x) che 
abbia lo stesso valore di f{x) in tutti i punti del 
campo C. 

Mittag-Leffler ha risolto la questione col suo 
teorema, ponendo però qualche restrizione intorno 
alla natura del campo (7, o, ciò che è lo stesso, 
intorno alla natura dell'insieme dei punti singo- 
lari della funzione. Risoluzioni affatto generali fu- 
rono date poi da Runge, da Hilbert, da Painlevé, 
e più recentemente dallo stesso Mittag-Leffler. 



* Dbll'Agnola 1 bis^ Borel 16, Bucca 32, Hilbert 78, 
Leau 94 bis, Mittag-Lepfler 109 bis, 116, 120, 120 bis, 121, 
123, 124, 125 bis, OsGOOD 129, Painlevé 131, 132, 133, 134, 
135, Phragmén 140, Rungb 182, Volterra 214. 
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Delle ricerche di Kunge e di Painlevé daremo 
soltanto un breve cenno, essendo le prime fondate 
sulla teoria degl'integrali curvilinei,* le altre 
trovandosi esposte finora soltanto per sommi capi 
in alcune' brevi comunicazioni nei Comptes-Rendu^ 
223. Runge stabilisce anzitutto il seguente 
teorema : 

Dato un campo P, connesso o no^ e un camy) 
Q separato da P, data inoltre una funzione ana- 
litica f(x) il cui campo d' esistenza contenga P, 
può costruirsi una funzione razionale che diffr 
risca, in valore assoluto^ per meno d' una quan- 
tità prefissa » da f(x) in tutti i punti di P^ed-' 
zero in tutti i punti di Q, 

Ciò premesso, sia f{x) una funzione analitica 
del cui campo d' esistenza faccia parte un dato 
campo (7, o che nell'interno di Gabbia tatt'al più 
delle singolarità polari. Supposto il campo C fi- 
nito (il che non diminuisce affatto la generalità!, 
si costruisce con una certa legge una successione 
indefinita di campi Cj, Cg, . . . aventi le seguenti 
proprietà : 

a) Tutti i campi C^, Cg» • • • sono interni a (': 

b) Cm è interno a Gn ogniqualvolta m<n: 
e) Dato un punto x interno a C, può trovarci 

un numero n abbastanza grande perchè d con- 
tenga nel suo interno x. 
Si formano poi le funzioni razionali: 



i' Uno studio non ìnatilo, e probabilmente anche facile, 
sarebbe rifare le ricerche di Runge colmetodo elementare 
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venti la proprietà che ^%{pc) differisce da f{x) 

1 
>er meno di -r- entro Ch. Allora l' espressione 

h 

.ritmetica : 

00 

?{oo) = cpi {oc) + ^ [cp;tf 1 [x) — ^h (a;)]= lim ^h {x\ 

fc=l 7>=:00 

appresenterà la funzione analitica /*(x) in tutto 
l campo C Infatti, preso un punto x in questo 
lampo, e scelta ad arbitrio una quantità ff,si può tro- 
vare un numero n tale che sia — < <t, e ohe x 

n 

ia contenuto nel campo Cn ; x sarà allora conte- 
luto in o^nì campo Ch per cui A^n, e si avrà: 

11 
I f(x) —<fh(x) I < 1- — — <^ per ogni h ^ n, 

Il n 



[uindi: 



) infine: 



f(x) = lim ^h U), 

/>=00 



f(x)=:F(x). 



22^, Vii altro risultato importantissimo otte- 
luto da Runge è questo: Dato un campo C soc;- 
ietto alla sola condizione di essere connesso, est- 
itono sempre funzioni analitiche aventi C per 
^ampo d* esistenza, 

A tal uopo egli costruisce in modo opportuno 
una somma d'infinite funzioni razionali equicon- 
vergente in ogni campo interno a 0, e dimostra 
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che la funzione analitica rappresentata da 
somma ha per punti singolari essenziali tutti 
punti del contorno di C 

225. Painlevé e Hilbert sono giunti a rìsi 
tati analoghi a quelli di Runge. 

Essi hanno dimostrato che, se C è nn carni 
finito, soggetto all'unica condizione che il suo ce 
torno sia formato d'un sol pezzo, e se f{x) è 
funzione regolare in C, si può trovare una se 
di polinomi equiconvergente in ogni campo intei 
a C e che ha lo stesso valore di f(có) in tat 
punti di C 

Painlevé ha dato anche una rappresentazic 
d' una funzione analitica mediante un prodotto 
finito : 

h=i Mh [x) 

dove le Lh[x)^ Mh{x) sono polinomi, e le iJfc(^ 
sono funzioni razionali. 

Queste rappresentazioni hanno una grande ar 
bitrarietà; ciò costituisce da un lato un Yantaggi<^ 
perchè degli elementi arbitrari si può disporre \ 
proprio agio a seconda degli scopi a cui si tende 
dall'altra un danno, perchè essa sovente impedi 
sce di rilevare dallo sviluppo stesso le proprieti 
caratteristiche della funzione rappresentata. L'ar 
bitrarietà è molto minore negli sviluppi dati da 
teorema di Mittag-Leffler, poiché essa si riduce ac 
una funzione indeterminata, regolare dappertutto 
dove lo è la funzione data, e di più in un io 
sieme isolato di punti singolari di questa; neW 
stesso tempo lo sviluppo pone, in evidenza, no 
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IO un'infinità (namerabile) di punti singolari 

^^ Ila funzione, ma anche le caratteristiche di que- 

"^ . punti. 

226- Nelle sue ricerche più recenti Mittag- 

' • "affler osserva, che tanto nella teoria di Weier- 

, rasa come negli ordinari problemi dell'Analisi 

aale p. es. la integrazione delle equazioni diffe- 

inziali ordinarie) una funzione analitica è data 

"^ lediante un suo elemento (art. 125), o, ciò che è Io 

^ lesso, mediante i valori di essa e di tutte le 

16 derivate ia un punto qualunque del suo cam- 

di esistenza; sicché il problema che si consi- 

era può assai opportunamente formularsi così: 

Oata una successione di quantità a^, aj, «2» • • • 

~ 1 
ali che la serie S —ant^ abbia raggio di con- 

;i=sO III 

)ergenza finito e diverso da zero^ e dato un punto 

;, trovare un^ espressione aritmetica che rappresenti 

(a funzione analitica f(x) generata dall'elemento 

°° 1 

2 rr-M (x - c)^ in tutti i punti del più gran 

campo in cui questa esiste ed ò uniforme. 

227. Per risolvere il problema, conviene ri- 
correre a qualche considerazione geometrica. 

Prendasi nel piano della variabile complessa un 
punto e; poi su ciascun raggio l uscente da e si 
fissi un punto xi, per modo che la distanza: 

\ (Vi - c\ 

sarà una funzione reale, positiva e ad un sol va- 
lore f W deir argomento ^ del raggio l. 

Data la funzione <p (X) per tutti i valori di X non 
' minori di e minori di 2 :r, si dice che con ciò è 
determinata una stella di centro e. 
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La funzione © (X) può avere per limite superiore 
oo, ma non può avere per limite inferiore ; quindi 
la stella è una parte di piano connessa, finita od 
infinita, contenente nel suo interno il proprio centro. 

La quantità ? (X) si dirà ascissa della stella sul 
raggio l d'argomento X. 

Abbiasi una stella E di centro e. Fissato un nu- 
mero intero e positivo n, si potrà, per un deter- 
minato raggio ly prendere una quantità r abba- 
stanza piccola perchè qualunque cerchio di raggio 
r avente il centro in un punto del segmento di / 
di lunghezza (n — 1) r preso a partire dal cen- 
tro sia contenuto in E, L'insieme di tutti i pos- 
sibili valori di r ammetterà un limite superiore; 
(che è funzione di n e di À). Il punto del raggio 
l che dista dal centro di w p rappresenterà il va- 
lore complesso c + np e*^, e questa espressione, 
considerata come funzione di \ definirà una uacTS 
stella, che indicheremo con En- 

Se in particolare si fa n = 1, r dovrà esser tale 
che il centro di raggio r col centro in e sia con- 
tenuto in E; p sarà quindi il limite superiore dei 
raggi dei cerchi di centro e contenuti in E^ e però 
sarà indipendente da \ sicché Ei sarà un cerchio 
di raggio p. 

Può dimostrarsi che, qualunque sia n, En-i-i con- 
tiene En. Infatti dividiamo il segmento ed del 
raggio l di lunghezza n p in w parti eguali e ^\^ 
a^ag, ..., a„_i d, ed in (n + 1) parti eguali e 8], Pi?^^,. •• 

n 

Pnrf; ogni cerchio di raggio -- — r— p col centro in 

7? + 1 

un punto qualunque di e pn è interno a qualche 
cerchio di raggio p avente il centro in un punto 
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di e a«-i, e quindi è interno ad E, Ne segue che la 

quantità r relativa al numero n -^ \ non sarà mai 

fi 

minore di — r-r p, e lo stesso potrà dirsi quindi 
n-\-l 

del suo limite superiore, che denotiamo per un 
istante con p. Si avrà pertanto: 

(n + 1) p ^ w P, 

il ohe prova l'asHcrto. 

Finalmente tutte le En sono comprese in E, 
Infatti, dovendo il cerchio di centro e + (n — 1) r e*^- 
e di raggio r essere tutto contenuto in Ey starà 
pure in E il punto e -\- nr e*^ che ad esso appar- 
tiene ; e quindi il punto e + np e^^^ che è il limite 
delle posizioni di questo punto quando r tende a 
p, starà entro E o sul contorno di E, 

Dalla stella En possiamo dedurre n altre stelle 
jBhI, En2y . . . , Enn prendendo invece di p, rispet- 
tivamente le quantità: 

dove 3t è una quantità positiva minore di 1, che 
può dipendere da n. E evidente che tutte queste 
stelle sono contenute in JSi , e di piii che Enji+i 
è contenuta in Enh. 

228. Supponiamo ora che una stella E di 
centro e contenga nel suo interno un campo finito 
C. Vogliamo costruire una stella finita A^ di cen- 
tro e, interna ad ^ e contenente nel suo interno C. 
E utile ricordare, che un campo M si dice in- 
terno ad un altro N, quando può assegnarsi una 
quantità positiva S tale che tutti i punti di ogni 
cerchio di raggio S col centro in . qualsiasi punto 
di M appartengano ad iV o al suo contorno. 
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Sìa D la stella di centro e circoscritta al campo 
C, cioè avente per ascissa sa ciascun raggio il li- 
mite superiore delle distanze dal centro dei punti 
di questo raggio che appartengono a C; essa è 
evidentemente finita. Poiché C è interno ad E, 
potrà assegnarsi una quantità ^ avente per rispetto 
ai campi C, E la proprietà poc^anzi accennata. 
Sia inoltre ® (^) l'ascissa della stella D sul raggio 
l di argomento \ d Testremità di tale ascissa, R 
il limite superiore di 9 (X) (che è una quantità fi- 
nita), S il raggio d' un cerchio di centro e tutto 
contenuto entro E. Il cerchio di raggio S e di cen- 
tro d sta tutto in E^ quindi lo stesso potrà dirsi, 
per ragione di omotetia, del cerchio col centro in 
un punto X del segmento ed avente il raggio: 



|a? — e 

cp(X) • 

Si descriva ora col centro in x un cerchio di 

8 



raggio k -^, dove : 



k=:-^ 



8 •■ 



Se kr^ \ 00 — c\^ questo cerchio sarà contenuto 
nel precedente, e quindi in J?. Se A; > | ^ — e | , 
si ha dalla relazione scritta: 

diseguaglianza la quale ci dice che il cerchio con- 
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siderato è contenuto entro il cerchio di centro e 

e di raggio S, e quindi entro E, 

k ^ 
Osservando che la quantità -^ è indipendente, 

non solo dal punto os, ma anche dal raggio Z, può 

dirsi che un cerchio di raggio e = -^ avente il 

centro in qualunque punto ài D è contenuto in E^ 
donde segue che D è interna ad E, 

Se si aumentano tutte le ascisse di D nella prò- 

porzione 5 , si ottiene una stella ul finita, 

II- 

che è ancora interna ad E, Infatti: 

sicché ogni cerchio di raggio — e avente il centro 

in qualsiasi punto di ^ è contenuto in E, 

Costruita cosi la stella A^ noi possiamo trovare 
un numero n tale, che per ogni h^n la stella 
Ah (cioè quella che si deduce da A come Eh da 
E) contenga C. — Sia yi la quantità avente, per 
rispetto ai campi C, -4, la proprietà della quan- 
tità più sopra definita 8, e sia T il raggio d'un 
cerchio di centro e contenente C nel suo interno. 
Detto «l'estremo dell'ascissa di D sul raggio l, 
e diviso ce in n parti eguali e Yi, Ti Y21 • • • ? 
Y«-i ^, perchè l'ascissa di An sia maggiore di 
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e e bisognerà ohe ogni cerchio di raggio e ri col 
centro in un punto qualunque di e y«— i sia con- 
tenuto in A, Ciò avrà luogo certamente se la lun- 

. 1 
gnezza cyi, ossia — ce^ non supera /;, ossia se: 

n 

ce 

ed a maggior ragione se: 

Siccome poi Ah' contiene Ah per A' > A, potrà 
concludersi che, per ogni A^«, Ah contiene C 

Finalmente, se per a si prende una funzione di 
n tale che a» tenda ad 1 quando n tende ad in- 
finito, si potrà trovare un valore di n tale, che 
per ogni h^n Ahh contenga C. 

229. Ciò premesso, ritorniamo al problema del- 
l' art. 226. 

Diremo stella appartenente ad un dato elemento 
di funzione analitica la stella avente per ascissa 
su ciascun raggio il limite inferiore delle distanze 
dal centro dei punti di quel raggio che non ap- 
partengono al campo d'esistenza della funzione 
considerata. 

Sia E la stella appartenente all'elemento dato. 
C un campo finito contenuto in E] si formi, col 
processo esposto, la corrispondente stella ^, e si 
determini n in modo che, per ogni A^n, Ahh con- 
tenga G. Indichiamo con g il limite superiore del 
modulo f{x) in A (il contorno compreso), e pò- 
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nìamo : 

co — e X — e 

y ^z= t/hz=zc + h — (h -= 1, 2, .... n — 1). 

n n 

Se rz? è un punto di 0, p la quantità già indi- 
cata con questa lettera pel raggio cx e pel nu- 
mero w, ogni punto z per cui: 

I z — yn-i I ^ p 

apparterrà ad A. Infatti, poiché oo è interno ad 
Ajt, sarà | 0? — e | < w p, e il punto yn-i starà sul 
segmento del raggio e ^ di lunghezza (w — 1) p 
preso a partire da e, sicché, per le definizioni sta- 
bilite, ogni punto di qualunque cerchio di raggio 
P col centro su cyn—i dovrà appartenere ad A, 
Ne segue che la serie dedotta rispetto al punto 
yn-i avrà raggio di convergenza maggiore di p, 
sicché potrà scriversi: 



donde (art. 103): 






Poiché X appartiene anche ad An\^ si ha | y | < Pi 
(dove Pi = a p), e quindi : 



Centrando ora nel punto yn-2, descriviamo un 
cerchio di raggio Pi ed uno di raggio p ; sia Zi un 
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punto qualunque del primo, e 2r un punto che di- 
sti da Zi non più della quantità p — pi. II punto 
z starà necessariamente nel cerchio dì raggio p: 
inoltre, poiché questo cerchio è tutto contenuto in 
A^ lo sarà pure il cerchio di raggio p — Pi e di 
centro Zi, In formolo si ayrà: 

' Zi — y»-2 I ^ Pi, I 2r - ^1 I :^ p — Pi, 

I 2J — y„-2 I s^p, 

e potrà scriversi: 



donde (art. 103): 
1 



;»i! 



fih,) (^j) 



ff 



(p - Pi)*" ' 



e moltiplicando per | Zi — y„_2 |*> s^pj^t; 
l 



A,! 



Z'C*.) (zi) (01 — y«-2)*' 



Mr^r- 



(3) 



D'altra parte: 



2? 1 






e quindi: 



^f^'''K^l)(^l~yn-2)*« = 



~ 1 
h 



io h^Th^. /'^*^+*«Hyn-2) (^1 - 2/H^2)^*t+*.\ (4) 
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donde, tenuto conto della (3): 
l 



/'(».+*.) (y„_2) 






Ha \ y \ <.fì perchè <v sta entro An2t quindi : 



fili rì^l I 



(5) 



Invece di due sole variabili ausiliarie, possiamo 
introdurne 3, 4, . . . , n; fermandoci a quest'ultimo 
caso, e designando le variabili con: 

queste saranno legate dalle condizioni: 

I Zn-2 — Zn-\ | ~ p#i-2 — pn— 1, • • . , 
^1—^2 I ^Fl-'P2) I ^ — ^1 I :^P — Pi. 



Ripetendo il processo di prima, si giungerebbe 
alla relazione finale: 



1 



hi\h^\. ,.hn ! 



/ (Ai+/f,+...+7i») (e) ^Ai+^,+.'.+A» 



* OBserviamo che, quando si introdussero dae sole varia- 
bili Zi, z^ sì pose I Zx — y^-8 \ ^Pi\ introducendone tre, si 
porrà I z^ — yn-z | =s ^g» © cosi via ; infine, quando le varia^ 
bili siano n, si deve porre | Zn-x —c\^ pn-i , 
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230. Lo sviluppo (1) dell'art, prec. vale per 
ogni z tale che | z — yn—\ \ ^ p. Ora: 

X — yn-\=^X - e {00 c) = 

X — C 
= = Vj 

n 

e \ y \^^ perchè x sta in An ; quindi potrà porsi 
nella (1) z = x. Si avrà allora: 

f(x)= 1 ^J^^Hyn-^i)y^^. 

Poniamo, essendo mi un numero che determi- 
neremo più oltre: 

avremo : 

iMi 1 

ed inoltre, per la (2): 

Nella (4) dell'art, prec. facciamo Zi^^yn-U^^ 
che è lecito perchè: 

1 2/«~i — 2/"""^ 1 = I 2/ I =^ P- • 
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creino: 

so ITI mando da hi = ad Ai - Wj: 

mi 1 

;i,=o /il ! 

w, co J 

Poniamo ora, esseado Wjj un numero da deter- 
minarsi : 

m, 00 1 

.vremo: 

noltre per la (5) dell'art, prec: 

\t,\^g 2 S a^,+/ia=: 

A,=0 A2=:w2+1 \1 — V 

»«, co i f^2 y/i 

= ^2 2 a''.= 

7,,=0 ;»2=;m2+1 \1 — */ 



-(,-.)■ 






a^ 1 — a 

VlVANTI. 19 
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2 \»W| 



Proseguendo nello stesso modo sì troverebbe: 

f{x)= :^ 2 ... 2 



X p,+...4*.)^c;f^ — -\ 



A,=0 7/4=0 *«— hil h2^"*' hnl 



+ 6l ♦ ...+£», 



dove: 



^1 _ a) \\ -«/ U — aj 

^^ T . . . - ^ 

1 — a* 1 — a 1— a 
I-i i_:^ 1 _ :l^ 

x[-(^r']h(^r'i- 

Osservando che: 

{* Wi 4 (a — 1) ?W2 -«-... + 2 »w^-i + ni^ + I === 

= 1 -f iwi 4 (wi -f W2) + (wi -r We + Wj) + . . . + 
. . . + (wi + Wg + . . . -f m^), 
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questa relazione può scriversi: 



1- 



\if.\^g n 



-«-1 \a<"+l 



/ 1 — a \wfc47i 



-le) 



X 



k=\ . _ 1 — « 
1 — a (1 — a)»»i (1 — a)w»« * * * (1 — a)'V-l 



231. La quantità ^ fu supposta compresa fra 
ed 1, e dipendente da n in modo che lim a»=: 1. 

A tali condizioni soddisfa T espressione : 

1 

Qj _-. ^ ww(n) 

dove (*) (n) è una funzione di n sempre positiva e 
tendente ad <x> insieme ad n. Si avrà allora: 



1 ! n co (n) 2 ! (n w (n))^ 
quindi per n abbastanza grande: 



n 0) (w) ' 

ossia : 

1 



1- a< 



n w (n) ' 



inoltre, se ^ è un numero intero e positivo non 
maggiore di n: 

l 1 
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Ne segue, per ^^n^ ja > ^ ^ l : 

1 



"'< ' 



a^+i-*- nw(w) 



e ' 



e quindi: 

k 



*-l r 1 — a I 



> 



> 



1 — 



1 



1 



to(M ) 



n w [n) 



u-\ 



> 



1-- -.- e 
n M (n) 



i_ 



Quest'ultima espressione tende ad 1 quando» 
tende ad oo, quindi, presa una quantità qualunqa« 
r maggiore di 1, potrà trovarsi un numero « abj 
bastanza grande perchè sia: i 



k 
D'altra parte: 

1 



t-ir 1 — a 1 1 

n l--^^xr-2 > — . 



n 

^•=1 L 






quindi: 



I ^^^\<Sfr 



awi,+l a'Wi+'Ma aW'i+'Wa+w, 



1 ._ a (l — a)»», (1 — a)w« •* 
(l — a)»»»/* 1 



Poniamo : 



oc 



1 — a 



= P; 
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tremo scrivere: 

E tempo finalmente di scegliere in modo oppor- 
ano i numeri m. Scriviamo per brevità: 

ìcchè: 

d osserviamo che dallo sviluppo di ^ *' in serie 
ìsulta, per w, e quindi per v, abbastanza grande: 

1,1 , 1,1 . 1 

V 2v^ v\ 2 vy 



loade : 



a 
1 — a 



Noi prenderemo le m in modo che sia: 

TWi ^ 2 V Ig V, 

^2 ^ mi V ]g V, 

Wi + 1W2 ■+■••• "^ mr— 2 + W/- ^ m,'-\ V Ig V 
(r = 3, 4, . . . , a). 
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Sarà allora, rammentando che a < 1 : 

' V 

(r = 3, 4, . . . , u), 
e quindi: 

|e,.|-^ = -^ (ix = l, 2,...,n), 
donde: 



I Si + 22 f . . . + 6„ I :^ 



(O 



(«) 



Poiché <'> (n) cresce indefinitamente, noi potremo 

prendere un numero N tale che por ogni n ^ .V 

or 
sia -^7-T < <r, essendo <r una quantità positiva 
w (n) 

presa ad arbitrio. Dopo ciò pongasi: 

0/1^ — 



n* Al ! A2! . . . Art! ' 

dove in luogo di /ij, /?2, . . . , A/» si devono mettere 
tutti i sistemi di numeri interi e non negativi che 
soddisfanno alle relazioni: 

hi + h2 + ... + hn=^hj hi ^ wi, ^2 -^ Wg, ..., /i„ ^mn ; 
pongasi inoltre: 

gn {X) = 2 cnh f^^) (c) (OJ - c)'» , 
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isia : 

gn ipO) =; 2 Cnh ah {OD — c)^ . 
h 

Potrà assegnarsi un numero N tale che per 
jni n ^ iV si abbia in tutto il campo C: 

\f{a;)-ffn(x)\<7. . (l) 

E da notarsi che i coefficienti Cnh e i numeri 
Ir sono affatto indipendenti dai dati del problema 
lioè dalle costanti a^^ dal punto e, e dal cam* 
C). 
Facciamo finalmente; 

Go{(Xf)=go(oc) = ao, 
Gh (oc) ^gh (00) —gh-ì (a?) {h =1, 2, . . ,), 

a cui: 

ì Gk(x)=^gn(oo); (2) 

etra scriversi: 

/•(^)= ? Gh{oo). (3) 

h=0 

La serie del 2® membro è equiconvergente nel 
ampo C; infatti, se p è un numero positivo qnal- 
ìasi, si ha dalle (l), (2) per tutti i punti del campo 
7 e per ogni n^ N: 



f(x)- } Gk(x) 



<^ 



/■(ar)- 2 Ga.(x) 

A=0 



<'. 
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da cui: 



h=it-\-l 



<2^, 



e quindi: 



oo 



ii Gh {00) 

h-^ni-ì 



2(7, 



Il risultato contenuto nella (3) può enunciarsi 

come segue: 

Se E è la stella di centro e appartenente a- 

~ 1 
V elemento dì funzione analitica ^ -rra/i ix — cw 

h=ohi 

la funzione analitica f{oo) generata da questo ò'" 

mento può rappresentarsi in tutta la stella E nìt- 

diante una serie di polinomi: 

~ Gnioc) 

equicon ver gente in qualunque campo interno ad E. 
1 polinomi Gn{oo) hanno la forma: 

Gn{co)= ^ d,ihah{oi)-c)^, 

h I 

dove i coefficienti dnU sono indipendenti da e «| 
dalle a e dipendono soltanto dai numeri n, h. 

I coefficienti dnU, come i Cnh^ possono assumere 
forme infinitamente diverse. Tra i due sistemi i\ 
coefficienti hanno luogo le seguenti relazioni: 

dtih = C,ih — Cn-Ì,h. 
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La (1) può anche scriversi: 

f{x) = '\\m gni'f). 

I numeri nih possono in particolare prendersi 
così: 

si ha allora: 

n* n* 11-»* l 

f(x) = lim 2 2 ... 2 7— X 

n—oo 7ii=0 /l2=0 //m=0 '^i 1 Al2 i . . . fin I 

\ . (4) 

232, Aggiungiamo pochi cenni sul seguito 
delle ricerche di Mittag-Leffler, che forma l'og- 
getto di vari lavori da lui pubblicati durante la 
stampa del presente volume. * 
Abbiansi «»« funzioni: 

Al V A« e*/- = 0, 1, ... ; r = 1, 2, . . . , w) 
d'una variabile x. Se le serie: 

e» 
oo 



00 

- Ai^a -— Al 

co 



(1) 



* Questi lavori sono citati, insieme ai precedenti, nella 
nota air art. 222. 
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sono tutte convergenti per x=^Xq^ si dice che: 

00 00 00 

è una serie n volte infinita convergente per x = j*o- 
Se le serie (l) sono equiconvergenti in un certo 
campo C si dice che la (2) è una serie n volte 
infinita equiconvergente nel campo C, 

Ciò premesso, si può alla rappresentazione di 
f{x) mediante un'espressione (come la (4) dell'art, 
prec.) in cui tanto il numero delle somme da ese- 
guirsi come il numero dei termini d'ogni singola 
somma è infinito, sostituirne un'altra in cui il nu- 
mero delle somme è finito. 

Si osservi a tal uopo, che la (l) dell'art. 229 e 
le formolo che no derivano valgouo anche se in 
esse si ponga ym in luogo di 2^/»-i, essendo ìf- un 
numero qualunque minore di «. Ne risulta che: 

è equiconvergente in C, donde segue (v. art. 132) 
che Io è pure: 

7/1=0 n\\ 

qualunque sia h^» Sono dunque equiconvergenti 
in C tutte le serie seguenti: 

oo 1 

//i=?o n\\ 
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A„=0 rio. ! 



00 1 

cioè pel valore di n determinato ìq principio del- 
l'art. 229 e per tutti i valori maggiori la serie n 
volte infinita ed equiconvergente in C: 

co oo 1 />? — /»\^i4-...+^» 

- - " r-/^/^^^'.+-.+^-Uc)p— ' ,(3) 

A.=o A„=oAi!...A»! \ n } 

dove f^^^(c)^ar, rappresenta in C la funzione 
f{x). 

Se C è contenuto nel cerchio di convergenza 

della serie: 

^|la.(.-c)\ (4) 

può prendersi n = 1, e la (3) si riduce alla (4). 

233. L'espressione (3) dell'art, prec. si com- 
porta diversamente secondochè n^S oppure » > 3. 
Nel primo caso essa è equiconvergente nella stella 
En e non converge in alcun punto esterno a questa. 
Invece nel secondo caso non si può, in generale, 
trovare un campo tale che la (3) sia equiconver- 
gente in esso e non converga in alcun punto 
esterno. 

Però si può costruire una serie analoga alla (3) 
per la quale esiste un campo della natura voluta, 
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Preso un raggio l uscente da e, si descrivano 
n circonferenze y, n» T2>---»Ti-ii di raggi r, ri, 
r2, . . . , Tm-i, ì cui centri e, v)i, ^ì^i • • • i "i» i appar- 
tengano ad /, e che soddisfacciano alle seguenti 
condizioni : 

La circonferenza -jf passa per r,j; 

La circonferenza Yi passa per e; 

La circonferenza ^t (^ =- 2, 3, . . . , n — 1) passa 
per nt-i; 

Le intersezioni di ^tt con yt-i (t = 2, 3, ...,w — 1) 
sono i punti di contatto delle tangenti condotte 

da e a Y^ • 
Queste condizioni sono sufficienti a determinare 

vji, v]2, • • • 1 '^«-ii ^b r2, . . . , r/i-i, quando sia dato r. 
Sia p il limite superiore dei valori di r pei 
quali l'insieme dei cerchi appartiene ad E; por- 
tando sul raggio l la lunghezza data dal yalore 
che prende T espressione : 

per r = p, e ripetendo la costruzione per tutti i 
raggi uscenti da e, si otterrà una stella che potrà 
designarsi con Ei. Rispetto a questa stella avrà 

n 

la proprietà voluta la serie n volte infinita: 

h^=:0 hn=0 



dove: 

1 _ 1 M Y''^^' 



.*,.=^, ..,.=,^^,^-,(1)' 
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'-' h.lh^lhvU) 



*' '■ '* /ti ! /?2! ...A« ! \1 + sen «n-i/ 
/ 1 \^+'^2/ 2 X'^i/ 2^ ^^ 

Vsen 3(w-i/ \8en a„_2/ \sen ««-3/ 

\8en a«+-i-r/ \sen «g/ 

e l'angolo ^t, che è la metà dell'angolo delle tan- 
genti condotte da e alla circonferenza y^ si cal- 
cola colle forinole: 

sen«i = l, 

sen a^+i = sen^ a; -f — - sen «; V 8 + sen'^ ^t . 

4 4 

234. La differenza tra l'espressione (4) del- 
l'art. 231 e la (1) dell'art. 233 sta in ciò, che la 
prima ha per stella di convergenza la stella E 
mentre l'altra ha come tale E^. 



n 



Al. crescere indefinitamente di w, la stella Ex 



n 



tende a confondersi colla E. 

Indicando con Sn(x\c) la (1) dell'art, prec, 
r espressione : 

lim Sn {x I e) 



«=00 



ha per stella di convergenza E. 

Ora, invece di una serie numerabile d'espres- 
sioni e di stelle corrispondenti, si può ottenerne 
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una serie continua, facendo dipendere la stella 
variabile, anziché dalla variabile discontinua n, 
da una variabile continua a. 

Sia a una quantità positiva e non maggiore di 
1, e, posto p = l — a, si faccia: 

<^{u \ oi) = Kti e , 

dove K è una costante. Se x è un punto d^nn 
raggio / uscente da e, e se si pone: 

;2 — e = (x — e) cp (m j a), 

facendo descrivere alla variabile m, nel proprio 
piano, una circonferenza di raggio h intorno al- 
l'origine, z descrive una figura cordif orme H a^ 
stituita da due archi di spirale logaritmica sim* 
metrici rispetto al raggio l e intersecantisi in due 
punti di questo. Presa poi una quantità r positiya 
e minore di 1, e posto: 

, 1 -rcH'-K 

K= — e " ' 

r 

se si fa descrivere ad u un cerchio di raggio r 
intorno all' origine, z descriverà una figura <^ sim- 
metrica rispetto ad /, interna ad JS, e ohe si ay- 
vicina indefinitamente a questa al tendere di r 

ad l.'Sia \x — c\ il limite superiore dei valori 
di I a; — e I per cui Z è interna alla stella E\ 
indicheremo con Ea la stella avente per contorna 

l'insieme dei punti x, Z si dirà la figura genera-' 
irice e cp (m I a) la funzione generatrice di JE*. 
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La serie: 

00 

Sfa {x I c) — ao + ^ Gn (x — c), 

dove: 

Gn (x — c)^ —- — ai {x- c) + 

1 ! W — li 
A'2^n 2 

+ _ «H-i (a; - c)«-i + -^ of*/ (r» ~ c)« , 



e le: 



'^i-. (n=l,2,...; r = l,2,...,M) 



»-r 



sono costanti positive dipendenti soltanto dalla 
funzione generatrice, lia per stella di convergenza 
Ea e rappresenta nelP interno di questa la fun- 
zione f{x)\ e l'espressione: 

lim Sa{x\ e) 

ha per stella di convergenza E, e rappresenta 
f(x) in tutti i punti di questa. 

Se si prende invece, come suggerisce Fredholm, * 
la funzione generatrice: 

Ig[l-(l-Ow] 



^ (W I or) 



Iga 



* V* Mittag-Le^fLer 125 bis* 
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si trova la serie: 









+ A:i(«) ««-i(^^j + ^4^^T 1' 



in) 



dove /f= — Iga, e le A. sono determinate dalle 
relazioni ricorrenti: 

MX + 1) . . . {X + n - 1) = 

= Xn + k^in) Xn-1 + . . . + k^^^'^^ X. 



Funzioni lacunari. ^ 

235. La possibilità astratta di funzioni ana- 
litiche il cui campo d'esistenza non ricopra Fin- 
terò piano risulta dalla definizione stessa di fun- 
zione analitica. Però le funzioni che piìi comune- 
mente si considerano nell'analisi (funzioni razio- 
nali, trascendenti elementari, funzioni ellittiche) 
hanno per campo d'esistenza l'intero piano, escluso 
un insieme finito od infinito di punti non formanti 
aree nò linee. Si presenta quindi la questione, se 
vi sieno effettivamente funzioni analitiche non esi- 
stenti in certe parti lineari (sezioni o linee singo- 
lari) superficiali (lacune) del piano. 



* D'Arone 5, Cayley 38, Fredholm' 55, Gillet 5S, 
GouRSAT 61, 62, 63, IIomén 80, Kryqowski 87, 88, Lerch 
102, 104, Mittag-Leppler 126, 127, Poincaré 160, 161,Stif 
TJES 193, Teixeira 195, 196. 



1 
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Uno studio più profondo della teoria delle fun- 
ioni ellittiche ha messo in luce come il modulo 
L' una fjiQzione ellittica possa considerarsi come 
unzione analitica del rapporto dei suoi periodi, 
sia tento soltanto pei valori di questo rapporto in 
ui il coefficiente di i è positivo, ossia esistente 
oltanto nella parte del piano della variabile in- 
li pendente superiore all'asse reale. Da questa, 
5on una sostitiftione lineare (art. 161), si può ot- 
enere una funzione esistente soltanto airinterno, 
\ soltanto all'esterno, di un dato cerchio. Fun- 
iionì di tale natura furono anche costruite diret- 
amente, * e in alcune di queste noi avremo oc- 
casione di imbatterci più innanzi. Per ora, tra i 
nolti esempi di costruzione di funzioni lacunari, 
jasterà esporre nei suoi dettagli quello di Poin- 
5aré, che è il primo in ordine di tempo, e che è 
inche uno dei più generali. 

236. Il problema che si propone Poincaré è 
1 seguente: Dato un campo (?, il cui contorno sia 
ina linea semplice convessa /, costruire una fun- 
zione analitica esistente in tutto il piano ad ec- 
cezione del campo C 

Prendasi una successione di quantità (reali o 

00 

complesse) a^^ ^2, . . . tali che la serie 2 \ ah\ sia 
convergente, ed un insieme numerabile di punti 



* Importantissime tra queste sono le funzioni fuchsiane, 
il cai studio è dovuto a Poincaré; esse, sotto certe condi- 
zioni, esistono soltanto nelP interno del cerchio di raggio 1 
col centro nelP origine. 

VlTAKTI. 20 
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Ci, C2) • • ) appartenente a C (il contorno incluso) 
e denso in ogni parte di 2; e si formi Tespressione 
aritmetica: e 



fc=i a) — ch 

Sia a?o un punto esterno a (7, p il raggio del 
cerchio y di centro a?o tangente egternamen,te ad 
/; essendo l convesso, questo cercnio è unico, ed 
è tutto esterno a C, fatta eccezione pel punto di 
contatto ooi. Si ha quindi, per tutti i valori di h : 

I cfc - a?o I ^ P, 

e però, se a? è un punto interno al cerchio y: 

I a? ^ a?o I < p ^ I cfc 'COoì , 

quindi: 

1 1 



x — ch {oo — a?o) — (ch - cOq) ^ 
1 ~ (a? — a?o)^' 

A:=0 (c/i - a? J*+l ' 



e: 



'«-'(-i^) 



oo 

= — ì: Ph{x- xX 



dove : 

oo 



ft(a,-a,.) = »^._^^-^, („ 
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00 



La serie 2 Ph{x — Xq) è equiconvergente per 

tutti i valori di X per cui \ x — Xq\ = p', essendo 
p' una quantità qualunque minore di p. Si ha in- 
fatti : 



Ar=0 {Ch — ^o)^"*"^ 



00 
V 



X — Xq\^ 



00 «a- 
^ -7- 

fcO p*+^ 



1 



P— P 



f 1 



quindi: 



~ Ph{x 



a?o) 



oo 



oo 






1 



00 
V 



p — p h=m 



ah 



ma, presa <j ad arbitrio, può sempre trovarsi un 
numero m tale che sia: 



00 



2 lahK^o-?'), 

h—m 

quindi per tutti i valori x considerati si ha: 



OO 



2 Ph{X-X^) 
h—m 

Si potrà dunque applicare alla serie (1) il 
lemma di Weierstrass, e si avrà per tutti i punti 
X interni a y: 



00 






(2) 



308 Parte terza. 



(love: 



6. = - ? '"^ 



fc=i {ch - a?o)*"^^ * 

Pertanto i'^C^) rappresenta una funzione ana- 
litica regolare in ogni punto esterno a C 

Resta da dimostrarsi che questa funzione non 
può continuarsi oltre la linea /, ossia che, qua- 
lunque sia il punto Xq esterno a C, il cerchio di 
convergenza dell'elemento di funzione analitica 
corrispondente a quel punto è precisamente il cer- 
chio "if tangente esternamente fad h A tal uopo 
basta far vedere che la serie (2) non è assoluta- 
mente convergente per: 

I ^ - ^0 I = P. 

Supponiamo dapprima che il punto di contatto 
Xy di Y con l sia uno dei punti e, p. es. Cr . Presa 
e ad arbitrio, e determinato un numero m tale, 
che per ogni n> m sia : 

iSssiamo un numero n maggiore di m e di r. Sia 
inoltre ^ la minima tra le distanze dei punti: 

dal punto Xq] sarà 5 > p, e quindi potrà prendersi 
una quantità Pi tale che sia: 

S>Pi>p. 
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Si avrà allora: 
ah 



r— 1 

2 



n 



ah 



h^\ (Ch - Xq)^-^^ fc=r-fl (Ch — ^o)^"^^ 
1 



< 



< "InT i I ^1 I + I ^2 I + • • • + I ^'— ^ 1 + 



+ I «r+i I + ...+ I a« |{< 



Pi' 



dove: 



n 



5= ^ I a^ |. 



D' altra parte, essendo | e;» ~ oJq | > p per ogni 
A diverso da r: 



cx> 

V 



ah 



1 7,=n+l (r/r - a?o)^+l 

quindi: 



< 



1 



00 



f*+' *=»+! 



2 |aA|< 



p*+i ' 



6* + 



(Cr - a7o)*+» 






Pj^'+i ' p^'+i' 



e: 



bk 



ar 



T 



(Cr - «^0)*^+' 



< 



p 



(^) 



P 



/ \^+^ 

Facendo tendere A: ad <x>, 1-^ j tende a zero, 
quindi si ha: 



lim p*' 

%r=:oo 



hk + 
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ma e è arbitraria, quindi dev'essere: 



lim p^' 

k=oo 



bh + 



Or 



{cr - a;o)*'+* 



= 0, 



ossìa, tenuto conto che | Cr — (^o I =^P' 



lim I Ji I p* = litn p*' 



Or 



{c - a?o)'-+» 



= ^=1=0. 



00 



Di qui segue che la serie 2 | J;^. | p^- non può 

essere convergente. 

Supponiamo ora che Xi non sia uno dei punti 
e; ed ammettiamo, se è possibile, che il raggio di 
convergenza della serie (2) non sia p, ma fi>?. 
Si conduca allora un raggio Xq x^ del cerchio Cj. 
e su Xi X2 come base si descriva un triangolo iso- 
scele avente il vertice, che diremo x^^ su XqX^ 
E evidente che si può prendere l'angolo rcj Xq x^ 
abbastanza piccolo perchè, detto x^ il punto d'in- 
contro di Xq X2 con Z, la normale ad l in up punto 
qualunque x^ dell'arco Xi x^ incontri XqX^, in un 
punto Xq del tratto Xq x^, * Si ha allora Xq x^ > Xq Xi, 
e quindi, a maggior ragione, XQX2'>XfiX^. Ora, 
poiché l'insieme dei punti e è denso in ogni parte 
di ?, possiamo supporre che x^ sia uno di tali 
punti. Per ciò che si è stabilito poc' anzi, il rag- 
gio di convergenza dell'elemento di funzione ana- 



* Basterebbe per esempio fare in modo cLe Xs cadesse 
entro il campo C 
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litica corrispondente al punto Xq (posto sulla nor- 
male ad l in un punto e) è precisamente cc^x^^ 
Bieche il relativo cerchio di convergenza è tutto 




Fiff. 5. 

interno a quello corrispondente al punto o^o; ma 
ciò è impossibile (art. 120), quindi l'ipotesi fatta 
è assurda. 

Resta adunque dimostrato che il campo C è una 
lacuna per la funzione analitica rappresentata dal- 
l'espressione aritmetica F{x), 

237. Poincaré ha trattato, come esempio di 
applicazione del suo metodo, il caso in cui il campo 
C è un poligono convesso ad un numero qualun- 
que di lati. Se a^, «2, . . . , «jp sono p punti, e C 
è un poligono convesso aventi per vertici alcuni 
dei punti a, e di cui gli altri punti a stanno sul 
perimetro o nell'interno, l'espressione aritmetica: 

Aj «j -f A2 *2 "^ • • • ~^ ^P *P 
'«l + *2 + • • • + Ap 
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dove le Ai, h^, .. . jhp prendono tutti i valori in- 
teri non negativi, esclusa la combinazione 0,0, ...,0, 
ed a^, t72, . . . , ap sono p quantità costanti di mo- 
dulo minore di 1, rappresenta una funzione ana- 
litica regolare in tutti i punti esterni a C e soìo 
in questi punti. 

In particolare per ;? = 2 si ottiene così una fun- 
zione avente una sezione (il segmento «j a2). 

Vogliasi, p. es., costruire una funzione avente 
per sezione la parte negativa dell'asse reale. Par- 
tendo dall'espressione generale: 

___ ^1 ''l '^" ^2 ^2 

"^ h + h 

si applichi la sostituzione lineare: 

ce 0^2 

ossia: 

_ «2 2/ - «1 



X 



y-l 



che fa corrispondere ai valori 3tj, ag di o: rispetti- 
vamente i valori e oo dì y q ai valori di oc com- 
presi fra «1 e «2 valori negativi di y. Si avrà: 

«1^» a 2^* 



F{x) = ^>{y) = :i 



a 



2//~-^l /'l*l + ''2^2 



t/ - 1 A, + //g 

?/ — 1 ^, ^l'I' a^^ 
^2 — '^i Al 2/ +- A2 ' 
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e invece di questa funzione potrà considerarsi 
l'altra: 

Una forma speciale si ottiene ponendo: 

1 
GTi = flTg — — ; 
e 

sì ha così la funzione: 



^(y) 



hy + h' 



238. Le considerazioni esposte valgono an- 
cora, come è facile vedere, se l non è convesso, 
purché non abbia angoli rientranti. 

Segue da ciò che, se si ha un arco di curva, 
lo si può considerare come formante, contato due 
volte, il contorno di una lacuna d'area nulla; e 
pertanto , applicando il metodo di Poincaré, si 
può costruire una funzione avente per sezione quel- 
l'arco di curva. 

239. Se è dato nel piano un numero finito di 
campi separati Q, (72, ... , Cp racchiusi da con- 
torni convessi, si potranno costruire le funzioni 
analitiche fx (x), /g (a?), . . . , fp (x), tali che fh [x) 
esista soltanto all' esterno di Ch . Allora la fun- 

. . ^ 
zione analitica - fh{x) sarà regolare nell'intero 

;ì=i 

piano esclusi i campi Ci, Ca, . . . , Cp . 

240. Lerch ha stabilito alcuni teoremi assai 
generali, che conducono alla costruzione di fun- 
zìoqì lacunari. Citiamo il seguente: 
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Sieno mo, mi, W£, . . . numeri interi positivi^ di 
cui ciascuno sia divisore del successivo, PqW, 
Pi (:r), P2 (a?), . . . serie di potenze convergenti en- 
tro il cerchio unità * ed aventi sulla periferia di 
esso tutt^al piti il punto singolare x = l; inoltre 
la serie: 

f{x)= 1 PhixmH) 

sia tale da potersi convertire in una serie di po- 
tenze convergente entro il cerchio unità^ e soddi- 
sfaccia per infiniti numeri n alla relazione: 

PO 

lim 2 Pa (a?'»*) = 00. 

«=1 hzzn 

Allora f{x) è una funzione analitica esistente 
soltanto entro il cerchio unità. 

Come casi speciali dì questo teorema si trovano 

00 00 

le funzioni ^ x-^ e 2 x^\ 



Sul concetto di continuazione analitica. ^^ 

241. Se una funzione analitica è regolare in 
un campo C, e se tutti i punti del contorno l sono 
punti singolari per essa, la funzione non può con- 
tinuarsi al di là della linea chiusa l. — D'altra 



* Così si suol chiamare per brevità il cerchio di raggio 
1 col centro nell' orìgine. | 

** BoREL 16, 18, 20, 22, 30, 31, Fabry 48, 50, Goubsat | 
60, Krygowski 89, Picard 142. I 
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parte, se si ha un'espressione aritmetica conver- 
gente in due campi A^ B separati, per esempio, 
da una linea chiusa Z, e se fi (x)^ f^ {x) sono le 
funzioni analitiche che essa rappresenta rispetti- 
vamente nei due campi, si sarebbe tentati a con- 
siderare runa delle due funzioni come la conti- 
nuazione analitica delKaltra attraverso la linea l\ 
senonchè si è veduto che, prendendo le AC^X/iC^) 
in modo del tutto arbitrario, si può sempre tro- 
vare un'espressione aritmetica che le rappresenti 
rispettivamente in ^ e in B, sicché non sembra 
ragionevole chiamare continuazione analitica l'una 
dell' altra queste due funzioni, tra le quali non vi 
ha alcun vincolo. Tuttavia si può domandarsi, se, 
sottoponendo le espressioni aritmetiche a qualche 
condizione poco restrittiva, ne risultino relazioni 
necessarie tra le funzioni analitiche da esse rap- 
presentate in campi separati, per modo che que- 
ste possano con qualche ragione considerarsi come 
continuazioni analitiche le une delle altre. Ecco 
come Borei ha trattato tale questione. 

242. Supposti i sommandi d' un' espressione 
aritmetica decomposti in frazioni semplici, e sup- 
posto che con ciò non si alteri la convergenza 
della serie, la forma generale d'un' espressione 
aritmetica sarà: 

F{x)= ~ ^^^-, (1) 

dove le Ch possono non essere tutte differenti. 

Noi sottoporremo la F{x) alle seguenti condi- 
zioni : 

Che i numeri interi e positivi mn ammettano 
un massimo finito m\ 
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00 

Che la serie 2 \ an] sia convergente ; 

h—ì 

Che l'insieme / dei punti Ch stia sopra una 
linea chiusa l e sia denso sa tutta questa linea. '^ 
Sia A la parte del piano interna alla linea /, 
B quella esterna ad essa. Sia A' un campo qua- 
lunque interno ad A^ S il lìmite inferiore delle di- 
stanze dei punti di A^ da l (cfr. art. 228), e pren- 
diamo una quantità positiva s minore di 1 e minore 
di 5, Avremo allora per tutti i punti a? del campo 
A^ e per ogni valore di h: 



I ^ — C/i I > s, 

quindi: 

I co - ah*>£^*, 

ed essendo iw;, t^ m, £ < 1 : 

\ X -Ch |"'*>6"'. 

Ne segue, per tutti i punti X dì A' e per qua- 
lunque valore di p: 



? r/. 



1 ~ 
- / N <C — ^ \ ah 

ma, presa t ad arbitrio, può sempre scegliersi n 



* Può anche sapporsi che eBÌBtano ponti Ch non giacenti 
sopra /, parche i punti limiti deirìneieme di questi ponti 
non pfiacciano su Z e non formino aree ne linee. Ciò porte- 
rebbe soltanto una lieve alterazione negli sviluppi che se- 
guono. 
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in modo che sìa: 



oo 

V 



h=zn+i 



ah\<<y e»», 



quindi si ha, per tutti i punti x del campo A-: 

ah 



oo 

V 



h=n+ì (07 — Ch )^* 



<<^, 



e la serie (1) è equiconvergente in ogni campo A' 
interno ad A. 

Nello stesso modo si dimostrerebbe che essa è 
equiconvergente in ogni campo B' interno a B. 

Sia ora d un punto di l che non coincida con 
alcuno dei punti e, e descriviamo nel campo A un 
cerchio, di raggio p < 1, tangente ad l in. d e non 
contenente nel suo interno ne sul contorno alcun 
altro punto di i; * sia Xq il centro di questo cer- 
chio. Scelto il numero n come prima, e detta >j 
una quantità positiva minore di 1 e minore della 
minima distanza dei punti Cj, Cg, ..., Cm dalla retta 
OTo^, sì avrà: 



H 



ah 



h=l (Xq - Ch ) 



mh 



<4, 



n 



m 



dove: 



n 



S= ^ \ah\\ 

h=ì 



* Ciò è possibile quando l non abbia angoli rientranti. 
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inoltre : 



oo 

V 



ah 



h=ni-ì (^0 — C^)'"* 



< 



<7 e 



m 



P 



m 



quindi : 

I F(a^o) I = 



V 



ah 



A=l {Xq —- Ch ) 



mh 



< — + 



r.m 



P 



m 



e: 



9"'\F{x^)\<r 



S 



\m 



-j- ff £'**. 



Ne segue, per l'arbitrarietà di <^: 

lim p''» i^X^o) = 0, 

ossia, eoa scrittura più espressiva: 

lim (a?, — (i)'^jF(a?o)=0. 

Se d è uno dei punti e, per esempio Cr, si di- 
mostra col ragionamento teste esposto che: 



lim (^0 "" ^'' ) 



m 



FiOBo) 



ar 



(a?o — Cr )'"'■ 



= 0. 



jn-m,- 



ossia: 
lim (070 — C/.)'"F(a?o) = ar ^^i!^ i^o — Cr) 

quindi, se mr<in, il limite è zero, se mr = '"^ 
esso è ar . 

Ora y' ha certamente almeno un valore r per 
cui mr = m; quindi possiamo asserire che v'ha 



Complem, della teoria delle funz. analitiche. 319 

3ulla linea l almeno un punto d tale, che, facendo 
tendere x ad esso lungo la normale condotta nel 
f3ampo A^ il prodotto (a? — d)*^ F(x) non tende a 
zero. Il limite di questo prodotto è a,- , se d coin- 
cide col punto Cr . 

Anche questi ragionamenti yalgono ugualmente 
quando, invece del campo A^ si consideri il campo 
B; e i limiti, per uno stesso punto di /, sono i 
medesimi. 

243. Di qui possono trarsi le seguenti con- 
clusioni: 

Il prodotto (x — d)*"F(x) tende allo stesso li- 
mite quando x tende ad un punto d di l seguendo 
tanto la normale interna ad A che quella interna 
a B; e questo limite non può essere nullo per 
tutti i punti fili l. 

Se lim (x — d)^F{x)=^0 per tutti i punti d 

di ?, V espressione F(x) ha valore nullo (cioè rap- 
presenta la funzione analitica costante zbbo^ tanto 
in tutto A che in tutto B, 

Se si ha un'espressione F{x)^ la quale sia nulla 
in tutti i punti del campo A^ essa lo è pure in 
tutti i punti del campo J?, e viceversa; giacche, 
se F^{oo) è nulla in A^ il limite considerato è 
nullo per tutti i punti di ^, e quindi F{oc) è nulla 
in B. 

Se due espressioni aritmetiche Fi (x)^ F^ (x) 
della forma considerata rappresentano una mede- 
sima funzione analitica in A^ esse rappresentano 
pure una medesima funzione analitica in B. 

Se Fi (a?), F2 (x)^ , . .^ Fn (x) sono n espressioni 
aritmetiche della forma considerata, le quali rap- 
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presentano rispettivamente in A e in B le fun- 
zioni analitiche: 

g se ^ra le f sussiste per tutti i punti di A una 
relazione della forma: 

dove ^t> è simbolo di funzione razionale intera, tra 
le <p esiste per tutti i punti di B la relazione: 

^ (fi W, 'f 2 (^), . . . , ?n {x)) = 0. 

lafatti l'espressione aritmetica: 

* [Fi {x), F^ {.'»), ...,F„ {X)), 

t 

che è della stessa natura delle F^ rappresenta in 
A la funzione analitica ^ {fi (a?), f^ (5?), . . . ,/ti(4' 
e in jB la <I> (fi (^), «p2 (^)ì •••>?« (^)); se dunque 
una di queste è identicamente nulla, lo è anche 
l'altra. 

Le cose dette mostrano che, quando l'espres- 
sione aritmetica che si considera si assoggetta a 
certe restrizioni, lo funzioni analitiche che essa 
rappresenta nei due campi separati A^ B non sono 
più totalmente indipendenti l'una dall'altra, nu 
al contrario v'ha tra esse qualche relazione; ed 
anzi che, se non le funzioni stesse, i loro prodotti 
per la distanza dal contorno tendono allo stesso 
limite sia che il punto mobile si avvicini al con- 
torno stando in A^ come stando in B, V'ha 
quindi una specie di continuità attraverso la linea 
/, e le due funzioni possono dirsi, in senso lato, 
la continuazione analitica l'una dell'altra. 
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244. Poincaré ha osservato, che non si può 
mrlare di continuazione analitica attraverso una 
inea chiusa, a meno che non voglia considerarsi 
qualunque funzione come continuazione analitica di 
][ualunque altra. Data una funzione analitica fi (x) 
regolare soltanto nell'interno d'una certa linea 
chiusa ly e presa ad arbitrio una funzione anali- 
tica f%{oc) regolare soltanto all'esterno di essa, 
Bgli divide la linea l in due parti l\yl%^ e costrui- 
3ce due espressioni Fi (a?), F^ (x) convergenti in 
butto il piano tranne rispettivamente i punti di li 
e di I2, L'espressione F (x) = Fi {x) + F2 (x) 
converge in tutto il piano tranne i punti di Z; e 
Poincaré mostra come possano scegliersi Fi (x)^ 
jFgC^) in modo che F{x) rappresenti rispetti- 
vamente fi{x) ed f2{x) all'interno ed all'esterno 
di l 

In sostanza il risultato ottenuto da Poincaré non 
è altro che quello già stabilito da Weierstrass 
(v. art. 156 e segg.). Esso però non infirma punto 
le asserzioni di Borei, il quale vuole soltanto mo- 
strare come, sottoponendo l'espressione aritmetica 
a condizioni poco restrittive, si possa far si che 
le funzioni analitiche da essa rappresentate in 
campi separati non sieno piìi tra loro indipendenti 
e possano quindi considerarsi come continuazioni 
analitiche le une delle altre. — Interessantissima 
però è la risposta di Borei all' osservazione di 
Poincaré, perchè mette in chiaro come il concetto 
di funzione uniforme abbia d'uopo d'essere ancora 
approfondito. Ecco ìq che cosa essa consiste. 
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lenza, h^ luogo per la parte imaginaria di y. 

' pertanto noi vogliamo dare alla funzione Igo? 

tpparenza d'una funzione uniforme, dobbiamo 

pedire al punto mobile x di percorrere curve 

iuse intorno all'origine, introducendo una sezione 

'ificiale costituita da una linea qualsiasi che, 

iza incontrare se stessa, vada dall'origine al 

ito all'infinito. La diciamo sezione artificiale, 

che essa non è affatto una linea di punti sin- 

iri della funzione, ma bensì una linea che noi 

vogliamo considerare come appartenente al 

ipo d'esistenza di essa. 

idichiamo costantemente con ^ il minimo ar" 
ento positivo del punto a?, e stabiliamo di as- 
ere come calore della funzione y nei punti del 
superiori all'asse reale quello appunto in 
? è il minimo argomento positivo di a?, ciò 
è espresso dalla notazione: 

y = lgr + io (0 < ^ < ^). 

ondiamo dapprima come sezione la parte ne- 
a dell'asse reale. Allora, se, partendo da un 
• OD superiore all'asse reale, descriviamo un 
di cerchio, col centro nell'origine, che tagli 
rte positiva dell'asse stesso, detto iri = r «*'/'« 

nto di quest'arco posto sotto l'asse reale, il 

' della funzione y in ooi sarà: 

hr + ifu 

i è Vargomento negativo numericamente mi- 
li a?i, cioè: 

ìgr-ri (cpi — 2 Tt). 
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Quindi, stabilita nel modo anzidetto la sezione, 
la funzione \^x resta definita in modo unico 
come segue : 

La sua parte reale è il logaritmo aritmetico 
del modulo di a?; 

Il coefficiente di % è il minimo argomento po- 
sitivo di X pei punti superiori all'asse reale, il mì- 
nimo argomento positivo diminuito di 2 1? pei punti 
inferiori a quest'asse, zero pei punti della parte 
positiva dell'asse reale. 

Noi designeremo questa funzione con Oj (jjc). 

Prendiamo ora invece come sezione la parte po- 
sitiva dell'asse reale, e definiamo la funzione al 
di sopra dell' asse stesso come prima. Allora, par- 
tendo da un punto x superiore all'asse reale, e 
descrivendo un arco di cerchio intorno all\irigine 
che tagli la parte negativa di tale asse, nel punto 
a7i = re*^» di quell'arco posto sotto l'asse reale il 
valore della funzione sarà: 

Ig r + t (pi. 

Quindi, nel caso attuale, la funzione è definita 
come segue: 

La parte reale è la stessa di prima; 

Il coefficiente di i è il minimo argomento po- 
sitivo di X per tutti i punti del piano non appar- 
tenenti alla sezione. 

Noi designeremo la funzione cosi definita con 

246. Premesso questo, sìa g {x) una filnzione 
intera, e sieno fi (a?), /g (x) due funzioni analitiche 
uniformi aventi per sezione rispettivamente la 
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parte negatiya e la parte positiva dell'asse reale. ^ 
La funzione: 

0, più esattamente: 

è uniforme, perchè alla linea che volevamo consi- 
derare come una sezione per la funzione ^i {x) si 
è sovrapposta una vera sezione, o — come può 
dirsi — una sezione naturale^ della fi (x). In al- 
tre parole, l'intervento della funzione f\{x\ che 
non è regolare nei punti dell'asse reale negativo, 
impedisce al punto mobile di attraversare questa 
linea, e con ciò rende impossibile il manifestarsi 
della polidromia della funzione Ig x. Così può av- 
venire che la somma d' una funzione uniforme e 
d'una non uniforme sia una funzione uniforme. 

Le stesse considerazioni possono applicarsi alla 
fanzione : 

^%{OD)--h{x)-g{x)^^{x\ 

avente per sezione la parte positiva dell' asse 
reale. 
La somma: 

2^(a?) = cpi(a?) + (p2(a?) = 

avrà per sezione l'intero asse reale, e rappresen- 
terà quindi al di sopra e al di sotto di esso due 



* Abbiamo costruito una di tali fanzioni neU'art. 237^ 
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funzioni analitiche diverse. Infatti si ha: 

Q , X , v(Oaldi sopra dell'asse reale, 

1 2 V I — 2 75 i al di sotto dell'asse reale ; 

quindi F(oo) rappresenta la funzione: 

al di sopra dell'asse reale, la funzione: 

al di sotto. Di più tra le due funzioni non esiste 
alcun legame, giacche g{oo) può essere scelta in 
modo affatto arbitrario. 

Pertanto il risultato su cui si basa Poincaré è 
dovuto alla circostanza, che le funzioni a cui egli 
ricorre sono bensì uniformi, ma lo sono divenute 
per la sovrapposizione d'una sezione naturale di 
un loro sommando ad una sezione artificiale d^un 
altro non uniforme. 

247. II fatto paradossale, che la somma d'una 
funzione uniforme e d'una non uniforme può es- 
sere una funzione uniforme, mostra che la defini- 
zione ordinaria di uniformità dev'essere modifi- 
cata- 
Borei propose la seguente definizione: 
Sia F{co) un'espressione aritmetica, e sia 1 Tin- 
sieme dei poli dei suoi termini. La funzione ana- 
litica f{x) rappresentata da F{x) in un certo 
campo connesso C si dirà uniforme^ se, presi due 
punti qualunque del campo non appartenenti né 
ad I ne ad /', si potrà congiungerli cori una li- 
nea non passante per alcun punto di J, su cui Tia 
serie F(a)) sia assolutamente ed uniformemente 
convergente. 

1 
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L'espressione aritmetica Fix) abbia ancora la 
forma : 

°° ah 

F{x)= 2 -^ — ■ "* , , (1) 

e non solo 2 \ ah\ sia convergente, ma sia inol- 

7i=l 

tre possibile trovare una successione di quantità 

00 ^ I a^ I 
positive 6i, So, . . . tali, che 2 s/i e 2 siano 

convergenti. * Scegliamo poi un numero n tale che 
sia: 

2 £/* < -^, .2 < 0- (2) 

<T essendo una quantità positiva arbitraria. 

Prendiamo due punti qualunque p, q non appar- 
tenenti all'insieme I dei punti cn ne al suo deri- 
vato 1'; noi potremo descrivere intorno ad essi 
due cerchi y, S di raggio p abbastanza piccolo 
perchè non contengano alcun punto di I ne di 
i'. I cerchi passanti pei punti p, q hanno tutti 
il centro sulla retta l che biseca ortogonalmente 
la jo g, e noi indicheremo con eh il centro del cer- 
chio passante pei punti p, g, Ch . Sulla retta l 
prendiamo un intorno simmetrico m, di lunghezza 



1 

oo 



* P. 68., se S I ah l""*"^^ ò convergente, basta porre 



., I ,,, ,w/i + l 



2 ^A , di oiasoun ponto en per cui h>n; la som- 
ma di tutti questi intorni, ohe è 2 ^ ea , sarà. 

per la prima delle (2), < t. Se quindi sulla retta 
l prendiamo uu segmento st di lunghezza > <:, 
esso non potrà eaaera riooperto completamente da 
segmenti r,h . Ver fissare le idee, supporremo s e 



¥ig. 7. 



t equidiatanti dal punto d'intersezione r della l 
colla p q. Prendiamo dunque eu l un punto ni 
esterno a tutti i segmenti ijft (k > n), e non coin- 
cidente con alcuno dei punti Si, eg, . . . , e™ ; l'arco 
di cerchio a(m) di centro m passante .per p e q 
non conterrà alcuno dei punti Ch ; le distanze dei 
suoi punti dai punti Ci, cg, ..., Cn ammetteranno 
un minimo positivo 0. Di più, ae con "i {tri) si in- 
dica la parto dell'arco pq Ai centro m esterna 
ai cerchi y, S, e analogamente con «feA) e cen- 
ai («a) l'arco pg di eentro es e la parte di esso 
esterna ai cerchi 7, È, infine con d la distanza di 
uu punto qualunque di %{m) da un punto qaalun- 
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que di «^ (eh ), si avrà: 



* Per giastificare quest' asserzione di Bobel occorre una 
dimostrazione alquanto lunga, che mettiamo in nota per 
non interrompere il filo dell'esposizione nel'testo. 

Sia u un punto del tratto s r; noi vogliamo anzitutto 
trovare un limite inferiore per la minima distanza di a iu) 
da «1 {s). Indichiamo rispettivamente con f, v i punti di in- 
contro di a(s), « (w) con rf, con/, m7Ì loro punti d'incontro 
colla circonferenza y. Poiché l'arco ij ha lunghezza mi- 
nore deli' arco v io, ed inoltre appartiene ad un cerchio di 
raggio maggiore, sarà Aipj< Avpw, e quindi; 

Ora: 

jw = 2 p Ben -^jpw> p iQuj'p w^ 

quindi a maggior ragione: 

jtv> p sen ip V, 




Ma si ha : 
sen ipv 



sen rp v cos rp i — cos rp v sen rp i = 
rpirv — ri) rpAv 



pv ,pi 



pv .pv 
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dove T è una costante positiva che dipende dalla 
posizione dei punti p, g, Sy t^ e dal raggio p dei 
cerchi y, 5, e che possiamo anche supporre minore 
di 1. — Se dunque a? è un punto dell'arco a^ (m), 
si avrà, ricordando che Ch sta su a^ {eh ) : 

per A ^ w, I a? — CA I ^ ^ ; 

per A > /i, I a? — c/i I ^ T . wi ^A > T % . 



e poiché 2? p =^ rp\/ 2 <2rp: 

^ * t; 
Ben tpv> «- .• 

Ora: 

i v = s u -{- ti V — 8 i= a u — {sp — tip) ; 

se da u si conduce u z perpendicolare ad np, si ha zjt < up, 
quindi: 

sz>iip — up, 

e inoltre dal confronto dei triangoli ss u, s rp si ha : ' 

s z s r 

a te sp* 

quindi: 

IV > s u — s z = s u\\ 1 = ò- « — , 

V sp] sp 



e: 



donde finalmente: 



Ben ipv> : s u, 

2sp.pt ' 



J IV> - ^ r S U. 

2sp.pt 



La minima distanza ^ di a (u) da ocj {s) passa certamente 
per y e si trova tray«> edy^; essa è evidentemente mag- 
giore della distanza ji/ di j dalla retta p w. Ora: 

Ji/ =/ 1(^ cos i/J w = Jw C08 — y/? 1^, 
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Ne segue: 

che è una quantità finita e determinata; inoltre, 



inoltre : 



Ajpto+ Arpj<Y^ 



quindi; 



In 1 .\ 

=^ w sen ( ^ + "2 ^i^* ) >/ '^ »®^ (x + 2 ''^' )' 



e infine: 



I > j y > 5-^ : 8 u. 

zsp ,p t 



poniamo: 



p .ri, sen I -j- + -„ rjji 1 

1 z^ ■' ■ » ■ ■ , * 



sarà: 

La quantità r dipende soltanto dalla posizione dei punti 
j>, qy dalla lunghezza del segmento s t (supposto simmetrico 
rispetto ad r) e dal raggio dei cerchi v, ^; essa è indipen-' 
dente dalla posizione del punto ti. 

Se ora si prendono sul segmento st due punti s\ u' tali 
che il segmento s' u' sia eguale al segmento s u q diretto 
nello stesso senso, è evidente che la minima distanza di 
ui{ii') da ^x {s') sarà maggiore di quella di a M da »i {s)\ 
essa quindi sarà maggiore di r ,s' u\ come si voleva di- 
mostrare. 
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tenuto conto della seconda delle (2): 

« I g^l ^1 \ah\ 



h=n+l \X — Ch\'"* h^n+l TUIA g*"* 

h 

^ — i ' < — 

h 

Dunque la (1) è assolutamente ed uniformemente 
convergente su tutto l'arco «i(m). Può dirsi per- 
tanto in generale, che la serie (1) è assolutamente 
ed uniformemente convergente su ogni arco pq 
non passante per alcuno dei punti ch . 

Supponiamo che i punti Ch sieno densi su tutta 
una linea chiusa l; la F{x) rappresenterà ri- 
spettivamente le funzioni analitiche fi (a?), /g (x) 
nello spazio interno A e nello spazio esterno B 
ad L Nel senso della nuova definizione però le 
f\ (^)i A (^) ^on formeranno che una sola fun- 
zione uniforme^ giacche, presi due punti qualun- 
que rispettivamente in A^ J?, si potranno trovare 
infiniti archi di cerchio che li congiungano senza 
passare per alcun punto Ch, e su ciascuno di que- 
sti archi F(a)) sarà assolutamente ed uniforme* 
mente convergente. 

248. Mostriamo ora come, colla nuova defi- 
nizione, non possa avvenire che la somma d'una 
funzione uniforme e d' una funzione non uniforme 
sia una funzione uniforme. 

Riprendiamo la funzione già considerata: 

9i{oo) = f^{x)+g{x)]gX 
avente per sezione la parte negativa dell'asse 
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reale. Se p, q sono due punti, l' uuo superiore, 
r altro inferiore all'asse reale, può accadere che so- 
pra certi archi di cerchio p q attraversanti l'asse 
reale negativo f\{(xi) sia continua; ciò avviene se 
f\{cc) è rappresentata da un'espressione aritme- 
tica della forma da noi considerata, perchè allora, 
i punti Ch formando un insieme numerabile, esi- 
stono infiniti archi pq che tagliano l'asse reale 
negativo in punti diversi da quei punti. Però; 
qualunque sia l'arco di cerchio che si considera, 
purché attraversante l'asse reale negativo, la fun- 
zione Ig a?, più precisamente Oj, (a?), su di esso 
non è continua; giacche, se con e si indica una 
quantità positiva piccola a piacere, in un punto 
x = r 6* -^"^^ si ha : 

in un punto a? = r«»<^+*) si ha: 

ei(>r) = lgr + i(-7r + 0, 

sicché nel passaggio attraverso l'asse reale nega- 
tivo ha luogo una discontinuità di — 2 tt. Pertanto, 
se si ha un'espressione aritmetica F{x) che rap- 
presenti la Gì (^), essa non potrà essere conver- 
gente assolutamente ed uniformemente sopra alcun 
arco pq che attraversi l'asse reale negativo. La 
stessa cosa potrà dirsi d'una funzione analitica 
che rappresenti <pi (a?), sicché ©i (a?), nel senso 
della nuova definizione, non sarà uoa funzione 
uniforme. 

249. Fabry ha esposto dei concetti affatto si- 
mili a quelli di Borei. — Se d è un punto d'una 
linea singolare l d'una funzione f((xi), può avve- 
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nire che, tendeado w a d lungo una linea non tan- 
gente ad Z, f{x) e tutte le sue derivate tendano 
a limiti determinati e finiti; in tal caso d può 
dirsi un punto singolare non assoluto, in questo 
senso, che, se: 

F(x)= 2 ''^ 



71=1 {X — Ch )'"* 



è un'espressione aritmetica rappresentante la fun- 
zione analitica f{x), d non è uno dei punti ch, 
ma soltanto un punto limite dell'insieme dì questi 
punti. Dopo ciò, sia l una linea chiusa la quale 
divida il piano in due campi A, B, e sieno /i(^), 
f2{x) due funzioni analitiche esistenti rispettiva- 
mente in questi due campi. Se, quando X va, nel 
modo anzidetto, ad un punto d di /, che non ap- 
partenga ad un certo insieme numerabile di punti, 
le due funzioni e le loro derivate tendono agji 
stessi limiti, le funzioni fi (a?), /2 (x) possono con- 
siderarsi come un^ unica funzione. 

250- Picard, pur adottando il concetto della 
continuazione analitica attraverso una sezione 
chiusa, vuol effettuarla con un metodo differente, 
cioè uscendo dal piano della variabile complessa. 
Sia f (x) una funzione analitiqa esistente in un 
campo C racchiuso da una linea l. Se si pone 
X =^ u + iv^ si ha : 

f(x) = ii. (w, v) + i V (t«, v\ 

m 

dove [x (w, 1?), V {u, v) sono funzioni reali delle due 
variabili reali u, v. Tentiamo ora di costruire una 
funzione reale di 3 variabili reali, cp (m, t?, ir), la 
quale sia finita e continua per te?=|=0, qualunque 
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sieno w e v, e per w - Q e per le coppie di va- 
lori w, V corrispondenti ai punti x del campo C 
si riduca a v-{u^v). Se per t(? = e per tutte le 
coppie di valori w, v corrispondenti ai punti d'un 
campo D separato da C dalla linea Z la «p {u^ v^ w) 
ha valore finito, l'insieme di questi valori costi- 
tuirà una funzione {^j (u^ v) che potrà considerarsi 
come la continuazione analitica di u (u^ v) oltre la 
linea /. Siccome poi (art. 127), data la parte reale 
d'una funzione analitica, la sua parte imaginaria 
è determinata a meno d'una costante additiva, 
cosi si potrà determinare nel campo D una fun- 
zione Vi (w, v) tale che i^i (w, v) + i v^ (m, v) sia una 
funzione analitica fi (x) ; la costante arbitraria po- 
trà fissarsi colla condizione che se, tendendo x ad 
un punto d di / nel campo C, f(x) tende ad un 
limite determinato, allo stesso limite debba ten- 
dere fi {x) quando x si avvicina indefinitamente a 
d nel campo D. 

Sia, p. es., Ci, C2, . . . un insieme numerabile di 
punti denso sopra una linea chiusa ?, f{x) la fun- 
zione analitica rappresentata nello spazio C interno 
a questa linea dall'espressione aritmetica: 

F(x)= 2 "** 



h=:l X — C/» ' 



(love le ah sono numeri reali. Posto Ch^ oih + i p/t, 
si avrà entro G: 

f{x) = F{x)=^ "^ ^^ 



h=i (w — a^ ) -f i(v — Pji ) 
__ ~ ah [{ u — « / i ) — i(v — 6a )] 
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quindi: 



^{ti^v)= 2 



~ ahiu — «/» ) 



— fi;. ^2^ 



V (W t?) = — i ;^ — — . 

' ft=l (w — a?i )^ + (v — PA )^ 

Poniamo : 



71=1 (w - a;i )^ + (t? - pTi )^ -fu;2 ' 

la 9 (w, t?, te?) ha le proprietà volute, e quindi può 
servire ad effettuare la continuazione analitica 
della funzione f(x) oltre la linea L 

ftelazioni tra le singolarità 
di due funzioni analitiche. * 

251. Siene: 

e» 00 

f(x)= ^ ahX^^ o{x)= ^ bhoi:^ 

due serie di potenze aventi lo stesso raggio di 
convergenza finito p. 

Se è possibile trovare una costante k talcj che 
la serie di potenze: 

^{x) = f{x)-k'f{x)- ? {ah—kbh)x^ 

h=0 



* Dell' Agnola 1, Borel 21, 26, Fabry 50, Hadamarp 
70, 71, 72, HuEWiTZ 81, Leau 95, Pincherle 148, 165, lòti, 
158. Ricerche alquanto più generali furono ultimamente 
esposte da Pincherle (150). 



i 
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abbia raggio di convergenza maggiore di p, si dice, 
secondo una denominazione proposta da Pincherle, 
che le due serie date sono egualmente singolari. 
Il concetto d'eguaglianza cos) introdotto soddi- 
sfa alle tre condizioni fondamentali più volte ac- 
cennate (v. art. 12). Infatti: 

a) Una serie f{x) è egualmente singolare di 
se stessa, giacché, presa A; = 1, la serie /*(d?) -* f(x)^ 
che è identicamente nulla, può considerarsi come 
una serie di potenze avente raggio di convergenza 
infinito; 

h) Se f{x) è egualmente singolare di ^(rr), 
anche ^{x) è egualmente singolare di f{x)\ giac- 
ché, se f(x) — k^(x) ha raggio di convergenza 
p' > p, lo stesso raggio di convergenza ha la serie 

?(^) — r^(^')' ^^® ^® differisce solo per un fat- 

toro costante; 

e) Se f(x) e <b (x) sono egualmente singolari^ 
e così <p {x) e co (a?), lo sono pure / {x) e w (x). — 
Invero, se é possibile trovare due costanti i, ki tali, 
che f{x) —k^ix) e «p {x) — à?i w {x) abbiano raggi 
di convergenza p', p" ambidue maggiori di p, con- 
siderando invece di questa seconda serie T altra: 

k(^(x) --kkiio (a?), 

che ne differisce solo per un fattore co&tante, ed 
applicando il teorema dell'art. 92, si può conclu- 
lere che il raggio di convergenza della serie: 

^{x)^[f{x)-k<f{x)] + 
+ [k o (x) -- k kiià (x)] = f{x) — k k^i»^ (x) 

VlTAHTI. 22 
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non è minore ne di p' né di p", e quindi è mag- 
giore di p, il che prova che f (x) e w (x) sono 
egualmente singolari. 
252. Se: 

f{x)= ^ ahx^, a)(aj)=: - bhxJ'^ 
7i=0 A=o 

sono due serie di potenze egualmente singolari^ e 
se, al crescere indefinitamente di h^ il rapporto 

tende ad un limite finito e diverso da zero, 

ah 

allo stesso limite tende — — . 

Oh 

Posto: 

lim = — , bh = lhah^ (lì 

?i=oo ah e 

I e I = p sarà ^(art. 90) il raggio di convergenza 
di f(x), e quindi di ^(x\ mentre la serie: 

00 

^{x) = f{x) — k^{x)= ^ (ì—klh)ahx^, 

h=0 

dove k e una costante opportunamente scelta, 
avrà raggio di convei*genza p' > p, e però sarà as- 
solutamente convergente, p. es., per un valore di 
X preso in modo che sia p < $ < f/, 5 designando 
come sempre il modulo di x. Poiché pertanto la 
serie : 

2 \ì-klh\\ah\l^ 

hzzO 
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è convergente, sarà: 

lim (l-A/A)a/i5* = 0; 

presa quindi una quantità positiva arbitraria e,* 
potrà determinarsi un numero m tale che per ogni 
1i^ m sia : 

I l-kh\^hV'<^, (2) 

oih denotando il modulo di ah • D' altra parte, poi- 
ché dalla prima delle (1) segue: 

A=oo a/i p 

presa una quantità <5 tale che sia p < cr < S, potrà 
trovarsi un numero n tale che per ogni /i ^ w sia : 

Ne segue, per h>n: 



a* 1 



QL^ a^-w ' 



e quindi: 



-^1 



Combinando questa relazione colla (2), si ha per 
ogni h maggiore di m e di w: 



I l-ìclkK-^i^X; 



(3) 
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ma 



lìm I — I =0, quindi: 



lim (l — klh) 

A =00 



= 0, 



ossia : 



lim Z/t ==' -T- . 
;ì=oo fc 

Qaesta relazione può scriversi anch^: 

lim Za+i = -7-; 

7i=300 fc 

ne segue: 

lim -7— = 1, . 

i 7i=rao ih 

* 

ossia, ricordando il valore di h: 

,. bh-hi ,. ah+i 1 
lim -7 — = lim = — . 

^=00 Oh A=oo ah e 

253. Dalla (3) delPart. prec. segue: 



j-i. 



dove si è posto: 



71 T 



h 



21 Al' 



.1 



= T < 1 ; 



scrirendo la stessa relazione per un altro indice 
i > h, si ha: 



ic 



r-h 



^2 ut "^ 2UI ' 
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e quindi, sottraendo le due relazioni: 

Ih — li I < 



7) T* 



dove i è un indice qualunque maggiore ài'h. 
254. Sia: 

^Oi ^li c^% ' ' ' 

una successione di quantità avente un limite e fi- 
co 

nito e diverso da zero^ e sia 2 ahx^ una serie 

di potenze avente raggio di convergenza p' > p, 
dove p= I e I . La serie semplice P(x) in cui può 
convertirsi la serie doppia: 

% \x^ . x^+^ , 1^ 
i ah\ — -F V '^y 

hzzQ l Ch Ch Ch+\ J 

ha raggio di convergenza p, tranne il caso in cui 
sussista la relazione: 

00 " 

2 ahCQ Ci» \, CA-i = 0, (1) 

nel qual caso il suo raggio di convergenza è al- 
meno eguale a p'. ** 



* Si suppone che le ch eieno tali da rendere soddisfatte 
le condizioni per la trasformabilità della serie doppia in se- 
rie semplice. 

** PiNCHEBLE dimostra questo ed altri teoremi coIPaiato 
del BUG calcolo funzionale distributivo; noi abbiamo ridotte 
le dimostrazioni a forma elementare, per renderne possibile 
la lettura anche a chi non conosce i principi di questa fe- 
conda ed interessante teoria. 
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Si ha: 



hzzQ Ch Ch+Ì . . .Cr 



(r)= X L 
r=0 l 

~ r ^:^ 5 1 

r=0 1^0 Ci . . . Cr A=0 J 



^0 Ci . . . Cr A=0 

ossia : 



~ br :V*' 



dove: 



^(•'^)= ^ 77^-. (2) 

#•=0 Co Cj . . . Cr 



r 

J^ = 2 ahCnCi . , , ch-ì» 



Prendasi una quantità tale che sia p<CO<f': 
si potrà trovare un numero n avente la proprietà 
che, per ogni A^n, | c^ | <6. Si avrà allora: 

oo 

^ a/» CqCi . . .CA -1 = 

oo 
== Co Ci . . . Cn- 1 2 aA C« C»4-l . . . C/i— 1, 

00 I 1 °° 

^ ah Cn Cn^\ . . . C/»-l < rr ^ «A 0'» , 
A=i* I 0« ij=n 

la quale ultima serie è convergente perchè: 

00 

2 ahx^ 

ha raggio di convergenza maggiore dì 0. Ne se» 
gue che la serie: 

oo 

^ aA Co Ci . . . CA~i 

/i=0 



V 
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è assolutamente convergente, ossia che hr, al cre- 
scere indefinitamente di r, tende ad un limite de^ 
terminato e finito. Poniamo: 

00 

lim ir = ^ ahCQCi,,. Ch^i = p. 

r=oo A=0 

Presa una quantità C > | jp | , potrà trovarsi un 
numero m tale che per agni r ^ w sia \ br\ <. C. 
D' altra parte, se <r è una quantità positiva minore 
di p, potrà trovarsi un numero n tale che per ogni 
r^n sia ! Cr \ > <r. Si avrà allora, indicando con 
8 un numero non minore di m ne di n: 

~ brx*' 1 «> b^x^ 



r=8 CqCi , . . Cr CqCi, , .Cs r=8 Cs-J-1 Cs-|-2 . . . Cr 

i .L_ <- 2; ^8 1 I _ l 

r=« Cs+1 Cg-f 2 ... Ci- i r=:j \ <r / 

Ma la serie del secondo membro di quest'ultima 
relazione è convergente per ogni S < <7, e <t è una 
quantità soggetta alla sola condizione di essere 
minore di p, quindi la serie (2) è convergente per 
ogni I 0? I < p, e però il suo raggio di convergenza 
non può essere minore di p. 

Dobbiamo ancora dimostrare che condizione ne- 
cessaria e sufficiente affinchè il suo raggio di con- 
vergenza sia maggiore di p è che sia soddisfatta 
la (1), 0, ciò che è lo stesso, che sia p = 0. 

Supponiamo che la (2) sia convergente per: 
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OO 00 

255. Siano S an x^ e ^ ah ^^^ x^ due serie di 

potenze i cui raggi di convergenza siano maggiori 
dolina certa quantità p, e si deducano da esse ri- 
spettivamente (col processo del precedente articolo) 
le serie: 

óo r /pr r 1 

P{x)= 2 — 2 ahCoCi,. .Ch^iu 

r=0 LCo Ci . . . Cr A=0 J 



oo r ^r r 

Pi^)(x)= 2 ~ 2 a 

r=0 ICq Ci . . . Cr *=0 



(1) 
h 



Co Ci . . . CA-i , 



aventi ambedue raggio di convergenza p; questf 
due serie sono egualmente singolari. 

Perchè il raggio di convergenza di P(x) e di 
P^^^x) sia p, deve essere: 



00 



oo 



(1) 



2 a/i Co Ci . . . c/i-i =1 = 0, 2 a Co Ci . . . e*— i =!=0. 
Dopo ciò, se facciamo: 



00 



k = 



2 «A Co Ci . . . Ch—ì 
h==0 



oo 



i a^ Co Ci . . . CA-i 



a' 



e se dalla serie: 

deduciamo, col metodo dell'art, preo., la serie: 

i ^^ Co Ci . . . c*-i 

. ..Cr h=0 '^ J 



P(2)(^)= ? 

r=0 iCo Ci 
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°° (2) 

2 a. Co Ci . . .CA-i = 0. 

7l=0 '^ 



Ne segue che P^^^{x) ha raggio di convergenza 
maggiore di p, e quindi che le serie Pix\ P^^^{x) 
sono egualmente singolari. 
256. Data una serie: 

00 

avente raggio di convergenza p, e tale che: 

;»=oo qh e 

dove I e I = p, qualunque serie egualmente singo- 
lare di w {x) può ottenersi mediante V applicazione 
del processo delV art 254 ad una serie avente 
raggio di convergenza maggiore di p. 

oo 

Noi supporremo data una serie ^ (a;) = 2 ah Xk 
egualmente singolare di co (x)^ e dimostreremo che 

e» 

esiste una serie 2 gnx^ ^ avente raggio di con- 

hz=Q 

rergenza > p, dalla quale si può dedurre col pro- 
lasso accennato la serie Q (x). 
Se poniamo: 

ah = lhghj (l) 
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aTremo (art. 252, 253): 

/u=oo ih 

\lh- li\< TTj per i > h 



(2) 



Scegliamo le cn come segue: 

^= Cn, Ci, C2| . . . j t/l v'M W 

Qo Ql 2t ^A 



da cui: 



qh= ^- ; . (4) 

Cq Cj Og • • • Ch 



poniamo inoltre: 

lo =9o 

h —ffo + 9ì<^o 

h =^ ffo -^ 9\ Co + ff2 (^0 (^\ 

h = go + giCo + g2<^o(^\ +... + 5^* 



Co Ci . . . Ch—1 ' 



da cui: 

Ih—rlh'-l 



gh = 



Cq C\ • » > Ch — 1 

* 

Sarà per la seconda delle (2) e per la (4): 
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quindi : 



00 y| ? 00 






Poiché T< 1, potremo prendere l in modo che 

sia p < ? < — ; allora "^ ; < p, e la serie def se- 

condo membro è convergente, quindi lo è anche 

00 

quella del primo membro. Adunque ^ ghx^ h 

assolutamente convergente per un certo valore di ^ 
X di modulo maggiore di p; e però il suo raggio* 

di convergenza è maggiore di p. 

,00 

Se alla serie ^ yhx^ applichiamo il processo 

dell'art. 254 dando alle Ch i valori (3), otterremo 
ia serie: 

^ 00 r /pf r 

P{x)= ^ 2 ghCoCi. ..Ch-1 

r=:0 ICq Ci . . . Cr h=0 

3he per le (4), (5), (1) può scriversi anche: 

00 00 

P (x) = ^ Qr Ir X'' = 2 arX''=Q (x). 
r5=0 ra=0 

257. Hadamard stabilì pel primo il seguente 
;eorema, che fu poi dimostrato per altre vie an- 
5he da Borei e da Pincherle : * 



* Hadamabd 6 BoBEL bì servono deglHntegrali cnrvilinei, 
*rNCHBRLB ricorre al calcolo funzionale- Koi riproduciamo, 
n sostanza, la dimostrazione eli qaest' ultimo, fondandola però 
sclasivamente Italie nozioni esposte nella prosente opera. 
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Se si indicano genericamente con u^ v i punii 
singolari delle funzioni analitiche f{x), ^(jx) ge- 
nerate dalle serie di potenze: 

P(a;) = l ahx^, Q(x)=: ~ bhX^, 

h=0 hz=0 

la funzione analitica ^(ìt) generata dalla serie: 

R(x)= 2 ah bh x^ 

hz=0 

non può avere altri punti singolari che i punti 
In virtù dell'identità: 



* Ecco come si dimostra quest'identità. Poniamo: 
mettendo i — s in luogo di r, e ricordando che: 



avremo : 



Ora: 



(h W *'\ _. fe! ♦! _ 

\f/V5/ iìh — iìsìi— SÌ 

hi ^ -^s ! __(h\(h — s\ 

s\h — sl h'^ili — sl~\8l U — «j' 



J 
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può scriversi: 

i?(a;)= 2 ì ':& (^\-iy{']ai^rbhX^ = 
7*=o »=o r=o \ t I \r ) 

ferro 1=0 \ ^ / t=0 l /l=f \ t / J 



dove: 



Ora: 



quindi: 



r=0 \r / 

Qii){x) = il 1 PU;^^'^-, 
fe=» \ 1 1 



5 (ic) = 2 i- X,. ;r» gii) (X). 



quindi : 



e ponendo / in laogo di « — s: 



Ma: 



y=o 1 ^ / f (1 — l)''-^=iO per s < h, 



quindi 6 = ah. 
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Supponiamo di rifare gli stessi calcoli partendo 
dalle serie: 



BAx)^ 2 ahbht^x^, 

h=0 



dove t è una quantità qualunque; posto: 

troveremo: 

i?j (ar) = " i- a, (0 a;'- ^') (x). 
,=0 1 ! 

Ora evidentemente: 

B 



(1' 



.(^)=i?(x), 



quindi dalla (2) può dedursi una nuova espres- 

X 

sione di E (x) ponendo in essa — in luogo di : 



*«-,!.n"<"|-«'"(f) 



IJ 



Se, in particolare, tutte le bh hanno valore! 
allora si ha: 

Q{x)= ? x^^-^,Rix)=:P(xl i4v 
7t=o 1 — ce 
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inoltre: 



$W (x) = 



t! 



(1 - «)»■ W ' 



ì quindi: 



il 



i ! <•■+! 



(-f)' 



+1 (i _ ^y+1 ' 



jostituendo nella (3) e tenendo conto della seconda 
ielle (4), avremo: 



Facciamo : 



X 



t — X 



(5) 



ultima espressione potrà scriversi: 



00 



P(a;) = (l + y) S i^i (t)y' ={l + y) S(y). 

Sia <x il raggio di convergenza della serie di 
ìtenze S(y). Alla circonferenza di raggio <y, col 
»ntro nell'origine, del piano y corrisponde nel 
ano X la circonferenza y (art. 161) determinata 
lUa relazione: 



r 



X 
t — X 



VlVAKTI. 



23 
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cioè la circonferenza luogo dei panti le coi di- 
stanze dair origine e dal punto t hanno il rappòrto 
costante cr; di più, siccome per la (5) ad y=0 
corrisponde a?~0, all'interno del cerchio <y del 
piano y corrisponde nel piano x quella delle due 
regioni in cui y divide il piano che contiene l'o- 
rigine. Designando con C questa regione, potrà 
dirsi dunque che l'espressione aritmetica: 

od anche l'altra: 



t — X *=o \^ — x) 



ItJ 



è convergente in tutto il campo C; e potrà anche 
aggiungersi, applicando alla S (y) il teorema del- 
l'art. 88, che l'espressione (6) è equicon vergente 
in ogni campo interno a C E poiché essa rap- 
presenta la serie P{x) nel cerchio di co^Te^ 
genza di questa, essa rappresenterà la funzione 
analitica f{x) generata da F{x) in tutto il campo 
C Sulla circonferenza y la f(^) avrà almeno no 

punto singolare u^ e sarà: 



u 



t — u 

D'altra parte, se a? è un punto interno al cer- 
chio di convergenza di Q {x), si ha pei punti a' 
d'un certo intorno di x: 
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3 ponendo —, — in luogo di x^ x'i 

V V 

Il cerchio di convergenza di questa serie passerà 
)er un punto singolare della funzione ?j— |;ora, 

e x = v è un punto singolare della © (;r), x = vt 
j un punto singolare della 9 1 "r l sicché il raggio 
[] convergenza della serie considerata sarà : 

X — vt\. 



t = 



Diciamo M il valor massimo del modulo di S (y) 
opra la circonferenza \ y \ ='^^ <,<y^ N quello del 

lodulo di ^(-i-) sulla circonferenza: 
vremo (art. 103): 

uindi: 

Se ne deduce senza difficoltà che la serie (3) è con- 
ergente assolutamente per | a? I < <?' t', e quindi 
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per I a? I <<rT, ossia per: 



X < 



u 



t — u 



I X — vt I 



la quale disegaaglianza può scriversi anche: 



X 



X — V t 



< 



U V 



U V -- V t 



Sotto questa forma essa ci si dice che, se consi- 
deriamo la circonferenza § passante pel punto u e 

e rispetto a cui i punti 0^ v t sono coniugati,, e se 
diciamo D quella delle due regioni in cui essa di- 
vide il piano che contiene F origine, l'espressione 
(3) è convergente per tutti i punti x che trovansi 
nella regione D. Sulla circonferenza S giacerì 
quindi in generale qualche punto singolare. Se 
facciamo variare t con continuità, varierà con con- 
tinuità anche la circonferenza §, mentre lo stesso 

non potrà avvenire in generale di t^ e di t?, sic- 
ché, variando S entro certi limiti, il punto u r 
sarà sempre il medesimo. Ne segue che il punto 

u V, comune ad infinite circonferenze 8, è un 
punto singolare. 

258. Se alla f{x) si aggiunge una funzione 

fi (x) regolare nel punto u e rappresentata nel- 



oo 



r intorno dell'origine dalla serie ^ aih co^ , la serie: 



00 



^ {ah + aih)bhX^ 

h=0 
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g^enererà una funzione analitica (*> (x) tale che : 

sarà in generale regolare nei punti w t?. — In- 
fatti, V essendo punto singolare di <p (^) e w non 
essendolo di fi (a?), la 'li (a?), che dipende da fi (a?), 
-p (^) come •i' (x) dipende da f {x\ <p (a?), non avrà 

alcuna singolarità in uv. 
Farehbe eccezione il caso in cui esistessero 

due punti u^ u ed altri due t;, v tali che fosse 

u v = u v; allora, se fi (x) è singolare in u, ^i (a?) 

può esserlo in u v ossia in u v. 
Il risultato ottenuto può esprimersi dicendo che 

la natura della singolarità uve in generale de- 
terminata da quella delle singolarità m, v. 

259. Per esempio, se f(x) ha in u un polo 

l'ordine m, a> (x) in v un polo d' ordine n, invece 
li f {x)y cp {x) si potranno considerare le funzioni ; 

— m 

f{x) = (m - 1) ! ,-= " 



[u-xY' 



— n 



iv-xY ' 
cui elementi oorrispoadenti all'origine sono: 



P(a5)= " h{h- !)...(/» -JM + 



5) =- 
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= '- (h + l)(h + 2)...{h + m -Ì)M 1 
Q{x)= ì: h{h >l)...(/i-ni-2)H 

h=n-l \^l 

= ì: (A^l)(/H-2)...(/t-t-M-l)h| . 
;i=o \ ^f 

La serie: 

^(^) = V {h + ì)(h + 2)..,{h+m-ì) 
/»=o 

(A + 1) (A + 2) . . . (/i ^ n - 1) 1^=^^) 

genera una funzione vi (a?), avente, come ora di- 

mostreremo, un polo d'ordine ;n + n — 1 in u .. 
Il teorema è vero evidentemente per n=l. 
giacche allora: 



e» 



a? 



Ii{x)= 1 (h + i){h + 2)...{h + ìn -ì)\=^-^ = 

hz=0 \U vi 

= (in 1 ) ! ,z_ -_ — --X— ; 

\U V — X) 

basterà quindi dimostrarlo per induzione completa. 
Si ha:* 

{h-\-m){h T m f 1) . . . (A + w + n — 2) = 



* A. Capelli, Lezioni di algebra complementare^ Kapolì» 
1895, pag. 99, dovo in laogo di x, y, n deve porsi riepetti- 
vamente /i -j- 1, w — 1, n — 1. 
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= (A + l)(A + 2)...(/j + n-l) + 
+ (" 7 MC'-H 1)(A + 2)...(A + n-2)(»»-l) + 

+ (" ~ M (A+ 1) (fe+2)...(A+n - 3)(»« -l)m-r...+ 

+ {^~^À(^-^^)(rn-\)m{m+\.)...(m+n—4)-^ 

+ (w — 1) m (m + 1) . . . (m + « — 3), 
quindi : 

R{x)=°ì (A + l)(A + 2)...(A+»t— l)(A + m)... 

/ X V" 
,..(A + OT + »-2) =^^ - 



...{A + m-l)(A + l)(A + 2)...(A+n 



-2) =-= - 

\M VI 

-i''~\m-l){m-2) S (A-Hl)(A + 2)... 
...(/i + m-l)(&+l)(A+2)...(A+w-3)l^| - 

— . .. — ( _ 9)(^ ^ l)m(?n f 1) . . . 

...(m + n-4) ~ {A + l)(;^+2)... 
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...(m+n-3) S {h+l){h+2)...{h-^m 

h=0 



...(A+?w— l)(fe+l)(^~=) — (w-l)m(mfl)... 
Il 1® termine del 2° membro è Telemento cor- 
rispondente air origine della funzione analitica: 

avente un polo d'ordine m + n — 1 in u v\ quanto 
agli altri termini, le serie che yi compaiono sono 

quelle che si avrebbero da R(^) ponendo n — 1. 
1^ _ 2, . . . in luogo di w, quindi — poiché il teo- 
rema si suppone vero per tutti i valori di n mi- 
nori di quello considerato — sono elementi di fan- 
zioni analitiche aventi rispettivamente un polo 

d' ordine w — 2, n — 3, . . . in m v. Dunque Fin- 
terà espressione genera una funzione analitica 

^{x) avente in u v precisamente un polo d'or- 
dine m + n — l. 

Lo stesso potrà dirsi, pel principio esposto nel- 
l'art, prec, della funzione ^(x) dipendente da 
f (x), 9 (a?) a tenore del teorema dell' art. 257. 

260. Hurwitz ha dato un teorema analogo a 
quello di Hadamard, che fu pure dimostrato per 
altra via da Pincherle:* 



* Anche qui noi adottiamo la dimostrazione di qaeet'ol- 
timo, ridacendola a forma elementare. 
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Se si indicano genericamente con u, v i punti 
singolari delle funzioni analitiche fico), cp(a?) ge- 
nerate dalle serie di potenze: 

la funzione analitica J^ {co) generata dalla serie di 
potenze: 






dove: 



Ch 



= - I .\ah-iOi= ^ .\aibh-if 



non può avere altri putiti singolari che i punti 

W, t?, W + V. 

Si ha: 
^(») (a?) = (— 1)< ~ (A + 1) (A + 2) ... (A 1- i) *" 






quindi: 
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Inoltre : 



cp(i)(a?)= ~ —^{i+r)^x-'t)t*', (1) 

quindi: 

\XJ i=0 r=o tiri 

ossia, posto i + r=^n: 

\ ^ ; «=o ni t=o \ « f 

dove: 

Se in particolare si suppone: 

bo = ly 61 = 62=. .. = 0, 

ossia cp (a?) = — , si ha ch = ahf e quindi : 
e poiché in questo caso: 

ne segue, per la (2): 



00 



/'(-»)= s (-l)»t*„«) 



^^^v ^. ^" V" (a; _ ^)«+l 
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Questa serie converge all'esterno del cerchio di 
centro t che contiene all'interno o sul contorno 

tutti i punti singolari di /"C^); detto quindi w uno 
di quelli tra i punti singolari che hanno la mas- 
sima distanza da t^ la serie: 

n=:0 

aTrà raggio di convergenza: 

1 



(j = 



t — u 



D'altra parte, se t? è un certo punto singolare 
di <p (^), la serie (l) sarà convergente entro il 
cerchio di raggio: 

Ripetendo un ragionamento fatto nell'art. 257, 
può dedursi di qui che il raggio di convergenza 
della serie: 

9? , ^ c&(«) (x -r- 1) 

n=o n ! 

è almeno ^ f , e quindi che la serie : 

«=o n! 

converge per 1 < (x t, ossia per : 

\t — li 
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L' equazione : 



x — t — v _ 



t — u 



rappresenta un cerchio di centro f + v e di rag- 
gio 1 ^ — w ; è facile riconoscere ohe questo cer- 
chio passa pel punto u + v. Di qui si deduce, con 
un ragionamento analogo a quello dell'art. 257, 

che w + V è in generale un punto singolare di ^' (x). 
Siccome poi l'origine è un punto singolare tanto 

per f{x) che per <p(ip), così può prendersi m=0 

oppure v = 0. 

Studi intorno alla distribuzione 
dei punti singolari d'una serie di potenze 
sulla periferia del suo cerchio di convergenza.' 
Ricerche di Pringsheim. ^^ 

261 . Le ricerche indicate nel titolo sono in 
gran parte di data recentissima, e dovute a di- 
versi autori, sicché hanno carattere incompleto e 
frammentario. Esse possono raggrupparsi sotto i 
punti seguenti: 



* BOREL 19, 23, 24, 25, Desiint 44 bis, Fabry 49, 50, 51, 
52, Hadamard 66, 67, KoBNia 85, Leau 96, 97, 98, LECORyi* 
99, Lerch 103, 105, Lindeloep 106, 107, Mittag-Leppub 
126, 127, Le Roy 179, 180, Servant 189, Staeckel 191. 

ThOMÉ 199, VlVANTI 210. 

** Pringsheim 164, 165, 166, 168, 169, 171, 173, 175, 116. 
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a) Condizioni perchè una serie di potenze ab- 
bia un solo punto singolare sulla circonferenza di 
convergenza ; 

b) Condizioni perchè un dato punto della cir- 
conferenza di convergenza sia, o non sia, punto 
singolare ; 

e) Condizioni perchè tutti, o non tutti, i punti 
della circonferenza di convergenza sieno punti sin- 
golari. 

Dei risultati ottenuti, alcuni sono enunciati senza 
dimostrazione, altri, forse, hanno bisogno di es- 
sere più profondamente discussi, pochissimi pre- 
sentano un aspetto semplice e definitivo che dia 
loro il diritto di entrare a far parte del patrimo- 
nio comune dell'Analisi. 

Noi ci limiteremo quindi ad un brevissimo cenno 
su questo argomento. Faremo eccezione per un 
solo autore, il Pringsheim, il quale ha esposto lo 
sue ricerche con ordine ed estensione tali, da ren- 
derne possibile un riassunto sistematico. 

262. Sin dal 1887, Lecornu diede il seguente 

risultato: Se la serie di potenze P(x)= 2 anoc^ 

ha un solo punto singolare u stilla circonferenza 

di convergenza^ si ha lim = w, e reciproca- 

. h=oo ahi-i 

mente.. 

Hadamard osservò che questo teorema non è 
sempre vero. 

La prima parte di esso sussiste quando u è un 
polo. — Detto m l'ordine del polo, f(x) la fun- 
zione analitica generata dalla serie di potenze 
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I • • • I 



data, si avrà: 

u — co 

dove g {x) è una funzione regolare in w e avente 
tutte le altre singolarità di ^ (x). Poiché sulla ci^ 
conferenza di raggio p (dove p = I w |) col centro 
nell'origine f{x) non ha altre singolarità oltre «. 
g (x) sarà regolare su questa circonferenza, e il 
suo elemento Q (x) corrispondente airorigine avrà 
raggio di convergenza p' > p. Poniamo ora : 

/ \ _ ^m , Am — 1 . . ^1 

l' elemento R (x) di questa funzione corrispondente 
all'origine avrà raggio di convergenza p. Sarà poi: 

E(ao) = — 2 (A 4- l)(/n-2)...(A + m — l)f-| - 
+ t^i .^ (A i 1) (A +2)...(A + m - 2)tì*T 

U^ ^ h=0 \Uj 

ir'* ^ w J 



fc=0 
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Ne segue: 

hh 



[Am(h^ 1)...(A t m-l) + ...+^iW'"-^l 



yh+m 



e di qui: 



Um(A+2)...(A+w)+...+ ^iW'»-^] 



,. bh 

lina 7 — = w. 

7^=00 Oh-\-\ 



Ora le due serie P(a?), R{x) sono egualmente 
singolari, perchè la serie P(x) — R{x) ha raggio 
di convergenza maggiore del loro raggio comune 
di convergenza; quindi (art. 252): 

,. ah ,. bk 

Inn — — =^ lim 7 — = ti, 

h=oo an+i /i=oo oh-\-\ 

Quanto alla seconda parte del teorema, essa 
deve, secondo Hadamard, modificarsi come segue: 

Se lim = w, e se inoltre^ posto: 

ah 



ah+ì 

I y £/* I si mantiene minore d' una quantità y mi- 

00 

nore di 1, ia s^r/e - ahOC^ ha sulla circonfe- 
renza di convergenza il solo punto singolare ii. 
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263. L'esistenza e la disposizione dei punti 

oo 

singolari d'una serie di potenze ^ ahOO^ sulla 

sua circonferenza di convergenza dipendono dalla 
natura della funzione an di A. 

Le Boy e Leau hanno indicato parecchi tipi di 
tale funzione, pei quali sulla circonferenza di con- 
vergenza v'ha un solo punto singolare. Fabry ha 
dato la condizione necessaria e sufficiente perchè 
ciò abbia luogo. Lindelòf ha esposto un metodo 
per riconoscere se un dato punto della circonfe- 
renza di convergenza è punto singolare. 

Del problema e) dell'art. 261 si sono occupati. 
fra gli altri, Leau, Borei, Fabry. Questi due ul- 
timi sono giunti ad una conclusione paradossale, * 
che vedremo più innanzi (art. 268) confermata da 
Pringsheim: Se una serie di potenze è aff^atto ge- 
nerale (cioè se non v' è alcuna dipendenza fra i 
primi n coefficienti di essa ed il successivo), tutti 
i punti della circonferenza di convergenza sono 



* Diciamo che questa conclasione è paradossale^ perchè 
sino ad an^ epoca relativamente reconte non bì eospettan 
neppure la poesibilità di funzioni esistenti solo in una parte 
del piano. Del resto si è ripetuto qui ciò che è avrenuto in 
altre parti delF Analisi: mentre' dapprima si ammetteva che 
tutte le funzioni fossero integrabili, derivabili, etc, è noto 
ora che una funzione affatto generale non è né integrabile 
né derivabile; che cioè affinchè essa possieda queste pro- 
prietà bisogna che soddisfaccia a certe condizioni speciali 
Ciò che, neir un caso e nelP altro, ha tratto in inganno g)À. 
analisti, è la circostanza che alle condizioni accennate sod- 
disfanno tutte le funzioni che più comunemente si presen- 
tano nelle ricerche matematiche. 

a 

l 
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singolari^ e quindi la funzione di cui la serie con- 
siderata è un elemento non è continuabile * oltre 
questa circonferenza. In altre parole, perchè non 
tatti i punti della circonferenza di convergenza 
sieno singolari, i coejfficienti della serie devono 
soddisfare a certe condizioni. 

264. Venendo alle ricerche di Pringsheira, 
premettiamo un'osservazione* 

Se una serie di potenze a coefficienti positivi 
ha raggio di convergenza finito p, il punto a? =s p 
è per essa un punto singolare. 

Sia: 

P(x)= 2 ahX^ 

la serie considerata, e con raggio e < p si descriva 
una circonferenza avente il centro nell'origine; si 
denoti con x=^Xq un punto qualunque di questa 
circonferenza, mentre a? = c è il suo punto d'in- 
contro colla parte positiva dell'asse reale. Sarà: 

P(a;|c)= ~ ^ PW(c) (a? - c)^ (i) 
P(a; I ajj = ~ ^ PC) (x,) {x - x,y , (2) 

r=0 r ! 



* In questo capitolo, parlando di cofitinua&ione analitica, 
intenderemo sempre che questa frase abbia il significato at- 
tribuito ad essa da Weiebstrass. 

VlYAKTI. 24 
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inoltre : 



I PC ' O^o) I ^ 



2 (A+r){/i+r-l)...(*+l)aA+ra?o* ^ 



^ ? (A + r) (A + r - 1)... (h + 1) flfc+r e* -=P;'-'(d 

sicché i coefficienti della (1) sono rispettivamente 
maggiori o eguali ai valori assolati dei coefficienti 
omologhi della (2). Ne segue che il raggio di con- 
yergenza (e) della (1) non sarà maggiore di quello 
{Xo) della (2) : 

(e) - (a?o). 

Ora, poiché i punti singolari posti sulla circon- 
ferenza p (la quale ne contiene necessariamente) 
formano un aggregato chiuso, l'insieme delle loro 
distanze dal punto e ammetterà un minimo ò. Sup- 
posto il punto OD = p non singolare, sarà 8 > p — e: 
sia Xi il punto, od uno dei punti singolari che di- 
stano da e della quantità §, e scegliamo cCq ap- 
punto sul raggio Oa?i. Sarà allora: 

6 (c) = 3, >o) = I a?i - a?o I = p - c<a, 

il che è impossibile. Dunque a? = p è un punto 
singolare. 

265. Abbiasi un'espressione aritmetica Fi^l 
che in un certo campo connesso C rappresenti 
una funzione analitica f{OD). Se e è un punto 
interno a C, si ha: 

f{c) = Fic), /•('•)(c) = Ì?'W(c) (r=l,2,...), 
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quindi, per ogni punto x d'un certo intorno die: 

r=-orl 

Se invece e è un punto singolare di /"(a-), pos- 
sono aver luogo i seguenti casi: 

a) F{x) e le sue derivate non sono finite e 
determinate nel punto e; 

b) F{x) e le sue derivate sono finite e deter- 
minate, ma la serie: 

~ ^.F(r){c)iX-cy (1) 

ha raggio di convergenza nullo; 

e) La serie (1) ha raggio di convergenza di- 
verso da zero. In questo caso però pei punti x 
del suo cerchio di convergenza che appartengono 
al campo di esistenza di f(x) non può aver luogo 
r eguaglianza : 

f{x)= ? —,F^^){c){x-cy; 
r-o r ! 

cioè la serie non rappresenta la funzione consi- 
derata. 

Il primo caso ha luogo, per es., quando e è polo 
d'uno dei termini di F{x). * 



* Se fosse polo di più termini, potrebbe avvenire che le 
diverse singolarità si distruggessero a vicenda. 
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Il secondo caso si verifica, sotto certe circo- 
stanze (cfr. p. es. art. 247), quando e, senza essere 
polo d'alcun termine di F(x\h punto lìmite del- 
l'insieme di tali poli. Eccone un esempio semplice. 

Sia: 






^W = .^.r7T^:x;' • (2) 



dove a > 1. 1 poli di F{x) sono i punti a:= ^ ; 

essi stanno sulla parte negativa dell'asse reale ed 
hanno per punto limite l'origine. 
Le derivate di F{x) sono: 

i?'^')(a:) = (-l)'-r! 2 -i- 



A=oA! (1 + a" a;)'-+i 
(r=l, 2,...), 
quindi si ha: 

00 fihr 

iP(r)(0)=(— l)rr! 2 f-=(-lKr!e«''(r-=l,2,4 

sicché la funzione e le sue derivate sono tutte fi- 
nite nell'origine. La (1) diviene: 

^ i-iy-e^'x^. (3) 

r—O 
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Ora si ha, da un certo valore di r in avanti: 

a'- > r\ * (4) 

quindi : 

1 

al crescere di r, e^ tende ad <», quindi (art. 90) il 
raggio di convergenza della (3) è nullo. 

Dall'esempio costruito se ne deduce immediata- 
mente un altro, ponendo nella (2) a^ x^ in luogo 
di a, X. Si ottiene così l'espressione aritmetica: 

ossia : 

^^ 2 h=.ohl\l + ia^x • 1 — ia^xì' 



* Non volendo far uso dei risaltati forniti dal Calcolo, 
si può dimostrare elementarmente questa disoguaglianza 
come segue. 

Si ha: 



ora, se: 



6 



lg^«' 

ne segue: ^ 

«♦• > r«. 

Analogamente si dimostra che, preso un numero qua- 
lunque Qi può trovarsi un numero k abbastanza grande per- 
chè per ogni ;• > 7c sìa : 
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i suoi poli sono i punti x = =tz — ^, i quali giac- 
ciono sull'asse iinaginario, sono simmetricamente 
posti'rispetto air origine, ed hanno questa per punto 
limite. Si ha: 

F(^) {x) = 

~" 2 ^*fc=o h\\(l — ia^xy+^ ""' (l+ia^ar)'n 
quindi: 

e» 1 

F{0)= :^ f-=^e, 



Fir)(0) = -r\ 2 (]+(_l)r) 

2 7i=0 /* ! 



da cui: 



00 (jfihs 



FM (0) -= (- \Y (2 s) ! ^ Vr = {- 1)' (2 s) ! «^^^ • 

i?'v2«-hl) (0) = 0. 

La serie (1) diviene: 

colle stesse considerazioni (ìi prima si dimostra 
che essa è divergente. 

Questo esempio è notevole sotto un altro punto 
di vista. Se consideriamo la F(x) data dalla (5) 
come una funzione reale della variabile reale ar, essa 
è finita e continua insieme a tutte le sue derivate 
per ogni valor finito di .r, e tuttavia per a; = 
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non è sviluppabile in serie di Taylor. La possi- 
bilità di un tal fatto, non ammessa da Lagrange, 
fu posta in luce già da Caucfay e, più tardi, da 
Du Bois-Reymond ; perchè esso possa aver luogo, 
ce lo mostra chiaramente l'esempio che conside- 
riamo. Fissando la nostra attenzione sui soli va- 
lori reali della x^ noi veniamo a trascurare una 
gran parte del suo campo di variabilità; e quindi 
ci sfuggono tutti i poli dell' espressione aritmetica 
considerata che non giacciono suU' asse reale. Se 
pertanto v'è un punto dell'asse reale che, senza 
essere un polo, sia punto limite d'infiniti poli com- 
plessi, in quel punto 1' espressione e le sue deri- 
vate saranno finite, ma non sarà possibile lo svi- 
luppo in serie di Taylor in alcun suo intorno (an- 
che soltanto lineare) ; e la ragione di questo fatto 
ci apparirà solo quando, estendendo la nostra at- 
tenzione all'intero campo complesso, osserveremo 
che qualunque intorno (a due dimensioni) di quel 
punto contiene dei poli. 

266. Modificando lievemente l'espressione (2) 
dell'art, prec, possiamo ottenere un esempio del 
terzo dei casi enumerati nell'articolo stesso. 
Sia: 

dove a> 1. I poli di F(x) saranno ancora i punti 

x=: j-, posti sulla parte negativa dell' asse 

reale, ed aventi per punto limite l'origine. Sarà 
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poi: 

00 ( — \\h Qhr 



e quindi: 

00 (_ i\h 

Lo sviluppo (1) dell'art, prec diverrà: 

r=0 



ora: 



1 



v^ I (— ir e-^»* I =»e *• , (3) 

inoltre come risulta dalla (5) dell'art, precedente, 
lim — a** = oo, quindi i valori (3) formano una sue- 

r=oo r 

cessione avente per limite zero, che è anche Punico 
punto limite del loro insieme. Ne segue (art. 90) che 
la serie (2) ha raggio di convergenza infinito. 

Naturalmente però non v'è alcun intorno del- 
l'origine in tutti i punti del quale le espressioni 
(1), (2) abbiano lo stesso valore. Prendasi infatti 
un intorno qualunque dell' originerò sia — a*"* uno 
dei punti — a~^, —a "2, — a""^, . . . in esso con- 
tenuti. Nel punto — a""* la (1) diventa infinita, 
mentre la (2) prende il valor finito: 

^ (— \y e- <'''(-' a-^Y= S «-«*• a-*»- == iiT; 

r=0 r=0 
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scelta pertanto ad arbitrio una quantità positiva 
^ maggiore di | AT | , potrà trovarsi un intorno di 
— a—^ in tutti i punti del quale il modulo di (2) 
sia minore di X e il modulo di (1) sia maggiore 
di X. Con ciò è dimostrato l'asserto. 
Per renderci ragione di questo fatto, poniamo: 



dove: 



00 i 

F^{x)= 2 



oo 1 l 



h=o(2A+l)! 1 +a2A+ia?' 
Sarà: 

00 rfihr 

h=o (^ n) ! 
= Y (- 1)** r ! (e^" + e-«0, 
T^ //Nx S' 1 seni 1 , 

oo ^(2A+l)r 

«"<»>=<-"'■•' .1.2*^ = 

, . . , sen ia*' 1 / ^ ^ . / ^ 
= ( - 1)^ r ! : = v ("" ^y *' • (^ "^ ^"'' )• 
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Le serie: 

? ^ Fi(') (0) a:^ 1 li^2(r)(0)a.r (4, 

r=^ r l r^O r l 

hannO; come è facile vedere, raggio di conver- 
genza nullo; però nella serie: 

r=o r ! r=o r ! 

le parti dei coefficienti delle (4) che tendono ad 
infinito BÌ elidono, sicché la serie stessa ha rag- 
gio di convergenza diverso da zero, anzi infinito. 
D'altra parte tanto i poli di Fi(x) che quelli di 
F2{oc) hanno per punto limite l'origine; ne essi 
possono elidersi tra loro, perchè sono diversi. La 
esistenza di questi poli ci assicura che F{x) non 
è sviluppabile in serie di Taylor in alcun intorno 
dell'origine; mentre l'elisione casuale di certi 
termini nei coefficienti ci spiega come possa av- 
venire che lo sviluppo di Taylor relativo all'ori- 
gine abbia raggio di convergenza diverso da zero. 
Anche qui possiamo ottenere un altro esempio 
interessante, ponendo nella (1) a^ a?^ in luogo di 
a, 00, Abbiamo così l'espressione: 

F{x)= 1 ^ ^ 



;/=o h\ 1 + a^^ x^ 

1 ~ lui)'* i 1 

2 A^ h\ 



U + ia^x'^ i^iahxr 



i cui poli sono i punti x - ±-y posti sull'asse 
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imaginario e aventi per punto limite l'origine. Si 
ottiene in questo caso: 

FiO) = e-\ 

i<'(2*4-i)(0) = 0, 
sicché la (1) dell'art, prec. diviene: 

©(07)= ? (—l)«e-«^oj2«; 

8=0 

essa è convergente per ogni valore finito di x. 
Però non v'è alcun intorno dell'origine in tutti i 
punti del quale sia F{x) — cp (x) ^ 0. 
Osservando che: 

f (0) = Fm, ?('•' (0) = f;')(o), 

può anche concludersi, che l' espressione arit- 
metica : 

è nulla insieme a tutte le sue derivate neir ori- 
gine senza essere identicamente nulla. 

267. Dalle cose dette discendono altre con- 
siderazioni importanti. 

Abbiasi una serie di potenze P(x), il cui rag- 
gio di convergenza sia p. Del modo di comportarsi 
di P(x) nei punti della circonferenza p nulla può 
dirsi in generale; soltanto si sa che questa con- 
tiene almeno un punto singolare. Però dalle teo- 
rie esposte non appare alcun rapporto diretto tra 
l'essere un punto e della circonferenza singolare 
no e la convergensja o meno della serie P{x) 
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per a? = e ; ed è interessante studiare se esista o 
no un tale rapporto. Orbene, noi mostreremo come 
possa costruirsi una serie di potenze P(x) tale, 
che tutti i punti della sua circonferenza di con- 
vergenza sono punti singolari, mentre la serie 
stessa e le sue derivate sono convergenti in tutti 
quei punti. 
Sia: 



00 

dove le ah sono quantità positive tali che ^ a/i 

sia convergente, a è una quantità reale maggiore 
di 1, e Wi, ^2, . . . sono numeri interi e positivi 
di cui ciascuno è multiplo del precedente. La se- 
rie (1) è convergente per | £t? | :^1; infatti: 



^ ^ xm \^a - I ^ l'^'A ^ a — | a; | ^ a — 1, 
quindi: 



? «* 



A=i a — x^^ 



1 «> 

2 ah. 



a — 1 fo=i 



Inoltre essa è equiconvergente in ogni cerchio, 
col centro neir origine, di raggio p'<l. Infatti, 
presa <r ad arbitrio, può determinarsi n in modo 
che sia: 

00 

- ah<{a - p')<7; 

ma, per | a; I ^ p', si ha : 
I a — a^^* \^a-\x |"'* ^ a — | a? | ^ a - f'i 
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quindi: 



i 1 1^ : i ah<^. 

h=n a — x^^f* 1 a — p h-n 



Ne segue, che può trovarsi una serie di potenze 
P (j?), avente raggio di convergenza almeno eguale 
ad 1, la quale sia rappresentata dall' espressione 
aritmetica F{x) nell'intorno dell'origine; tale serie 
si ottiene sviluppando in serie di potenze ciascun 
termine della (1) ed applicando il lemma di We- 
ierstrass, ed è evidente che i suoi coefRcienti sono 
numeri reali e positivi. Vogliamo stabilire che il 
raggio di convergenza di P{x) è precisamente 
eguale ad 1. 

Scriviamo: 

F(x) = — ^^^— + Tis) ^^ , (2) 

dove l'indice s posto in alto significa la mancanza 
del termine corrispondente ad h — s. Sviluppando 
i due termini della (2) in serie di potenze Ps W, 
Qs (x), si avrà: 

P{x)==Ps{x) + Qsix); 

inoltre, poiché i coefficienti di Ps (a) e di Qs (x) 
sono reali e positivi, i coefficienti di P{x) sa- 
ranno eguali maggiori dei corrispondenti di 
Ps {x) e di Qs (ar), e per conseguenza il raggio di 
convergenza p di P{x) sarà eguale o minore di 

quelli delle altre due serie. Ora il raggio di con- 

1 

vergenza di Ps (x) è a^^". quindi per ogni valore 
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di s sarà: 



nia . 



ma al crescere indefinitamente di s anche nis ere- 

j_ 

sce indefinitamente, ed a'"* tende ad 1, sicché 
p :^ 1. Può pertanto concludersi che il raggio di 
convergenza di P (a;) è 1. 

Ne segue (art. 264) che a; = 1 è un punto sin- 
golare di P{x). 

La serie: 



^(x)= ^ 



~ ah 



dove i è un numero qualunque, può convertirsi 
in una serie di potenze R (x), il cui raggio di con- 
vergenza, come si dimostrerebbe collo stesso ra- 
gionamento di prima, è 1. Ora, ricordando che. 
per ipotesi, mh-^\ è divisibile per mn per qualun- 
que valore di h^ si ha: 

71=1 a ~ X'"*** 7i=l . ^y?!* 

dove le quantità . sono numeri interi e posi- 
ci a; 

ti vi che crescono indefinitamente con A, ed y=x"*< 
La ^ (2/), che è della stessa natura della ^ {xX 
si trasforma in una serie di potenze S(y) a coef- 
ficienti positivi, il cui raggio di convergenza è 1, 
e di cui il punto y = 1 è un punto singolare; 
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_- i- 



quindi per. la R^x) saranno singolari tutti i punti 
dati da a;'"*= 1, ossia i punti: 

27ii Arci 2(mk—ì)7ii 

1, e"^^ , e'"^..., e ^* . (3) 

In questi punti la P (^) — B (a?), che ha rag- 

1 

gio di convergenza a*''*'>l, è regolare, quindi 
essi sono punti singolari per la P{x) qualunque 
sia k. 

L'insieme dei punti (3) corrispondenti a tutti i 
possibili valori di k è denso su tutta la circonfe- 
renza unità, quindi (art. 126) tutti i punti di que- 
sta sono punti singolari di P(^), la quale pertanto 
non è continuabile all'esterno del cerchio unità. 

La P(^), come si è già accennato, si ottiene 

dalla (1) sostituendo a ciascun termine — 

a — x»^h 

il suo sviluppo: 

ah 



0^ 00 ix^hSj 

a r=ov a ; 



ed ordinando rispetto alle potenze di x. Ora, poi- 
ché la (1), per valori di x positivi e non maggiori 
di 1, è formata di termini positivi, e gli sviluppi 
che si sostituiscono ai singoli termini hanno pure 
tutti i loro elementi positivi, la serie ottenuta me- 
diante la sostituzione sarà assolutamente conver- 
gente, e così pure lo sarà la P{x) che se ne de- 
duce mediante spostamenti di termini. La P(x) è 
dunque convergente per or -= 1, ed essendo a coef- 
ficienti positivi sarà a maggior ragione conver- 
gente per ogni x di modulo 1, cioè in ogni punto 
della circonferenza unità. 
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Assoggettando le ah a nuove condizioni, potremo 
far sì che anche tutte le derivate dì P{x) sieno 
convergenti su questa circonferenza. 

Scomponendo ciascun termine della (1) in fra- 
zioni semplici, e designando con &h una radice pri- 
mitiva dell'unità d'ordine m;*, si ha: * 



F(x) = — ? 
?i=i 



1 nih-ì ^h ^^ 

■ y ** 

Wlfc-l ^ {- 

-—- i=0 t J- 

mh a '"* x — s anih 



ftx) 
* Se ai ha la frazione razionale ^— r, dove: 

y(ic)= n {x—bt) 

e le ht bì suppongono tutte diverse tra loro; la decomposi* 
zione in frazioni semplici è data dalla formola: 

fibi) 

fix)^ n f' ibi) 

9 (^) t=i ^ "" ^*' 
Nel caso nostro si ha: 

/ (x) tth — ah 






ne segue: 

Oh nth—l — tth 



a — x"^ t=o [ t ^ Y •' j — 

1 mH-\ S «* 



mn a tìih x — s, a * 

h 
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da cui, essendo lecita la derivazione termine a 
termine, si ricava per F^*'^x) l'espressione: 



00 



h=l 



m*— 1 ^ 



^^an 



wha *"* 



<=o 



x — i^am^^ 



\r+l 



Ora, per | a: | ^ 1, si ha: 



X\ — e^ amh I ^ am» — 1 ; 



d'altra parte, se A; è un numero positivo: 



da cui in particolare, ponendo /<;= — Iga: 



a*"* — 1> — Iga. 
mh 



Ne segue: 



X — 






> 



WA 



Igfl^, 



e quindi: 

I 2^('') (:t) |< r ! 




mnah 




r\ 



\ 



a lg'*+^ a /i=i 

VlVAKTI. 



^ anamxmh*'^^< 



\gr-\-\ ^ ^^1 



:ì ahmh''^y 



25 
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SottopoDiamo le ah alla condizione: 

1 



ah< 



h ' 



avremo allora: 



r! ~ 1 



h 
Ma: 

00 1 r+l 1 00 1 

r+1 1 «> 1 

= ^ ^3"+ - ' < 



< 



r+l 1 «> 1 



V I V 

71=1 J'-^"^ ^ hL\ 



h 



» 



A r4-2 



ora quest'ultima serie è convergente perchè: 

Wr4-2 ^ 2, 

quindi è convergente anche la serie del primo 
membro. Ne segue che F(^'^(x) ha valore finito 
per ogni x di modulo ss 1. Collo stesso ragiona- 
mento di prima se ne deduce che Pt**) {x) è finita 
per ogni x di modulo ^ 1. 

Si è adunque costruito una serie di potenze as- 
solutamente convergente insieme alle sue derivate 
in tutti ì punti della sua circonferenza di conver- 



Complem. della teoria delle funz. analitiche, 387 

genza, e di cai tutti questi punti sono punti sin- 
golari. * 

268. Si è veduto che, se la funzione f(x) rap- 
presentata dall'espressione aritmetica F{x) ha un 
punto singolare e, può avvenire, non solo che F{x) 
e tutte le sue derivate sieno finite in e, ma inoltre 
che la serie: 

2^j-Fi'-){c)ix-c)'- (1) 

abbia raggio di convergenza diverso da zero. 

Supponiamo in particolare che la f(x) abbia 
per campo d'esistenza il cerchio unità, e sia quindi 
rappresentata completamente da un unico ele- 
mento P(x) avente per punti singolari tutti i 
punti della circonferenza unità. Si domanda se può 
avvenire che tutte le serie (1) relative a questi 
punti abbiano raggio di convergenza diverso da 
zero. 

Pringsheini ha dimostrato, con una considera- 
zione assai semplice fondata sulla teoria delle fun- 
zioni di variabili reali, che, preso un arco qua- 
lunque di quella circonferenza, il limite inferiore 
dei raggi di convergenza delle serie (1) relative 
ai punti di tale arco è necessariamente zero. 

Noi ci limiteremo a sviluppare un esempio nel 
quale è facile constatare l'avverarsi di questa cir- 
costanza. 



* Possono anche costruirsi serie convergenti non assolti' 
f amente sa tutta la circonferenza di convergenza; v. Pring- 
SHB1H 166. 
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Abbiasi l' espressione : 

Fix)= 2 1^«**», (2) 

h=ohl 

dove a è un numero intero maggiore di 1. Posto 
x = u + iv, si ha: 

F{x)= 2 LeaH-v^iu)^ 

h=Onl 

e la serie dei valori assolati dei termini di F(x) 
è: 

00 1 

2 — e''^^\ 
h=ohl 

Ora, presa <r ad arbitrio, può scegliersi un Da- 
merò n tale che sia: 

oo 1 

d'altra parte per v^O si ha: 
quindi: 

00 1 0° 1 

h=zn n ! h=n n ! 

e la serie (2) è assolutamente ed uniformemente 
convergente in tutto il semipiano superiore alPasse 
reale, compreso l'asse medesimo. 
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Lo stesso può dirsi di tatto le sue derivate. Si 
ha infatti: 

h=0 ài 
la serie dei moduli dei termini è: 

00 i 

Confrontando questa colla serie convergente: 

00 1 

2 —arh^e^*- 

h=ohl 

si ottiene il risultato voluto. 

Consideriamo ora lo sviluppo (1) in serie di Tay- 
lor nell'intorno d'un punto e. 

Dimostreremo che, fatta un'ipotesi particolare 
intorno ad a, questo sviluppo ha raggio di con- 
vergenza diverso da zero, anzi infinito, per un in- 
sieme di punti denso su tutto Tasse reale, ed ha 
raggio di convergenza nullo per un altro insieme 
di punti della stessa natura. 

Prendiamo il punto: 

dove m è un numero intero qualunque. Sarà: 

F{eì= 2 i-e^'l +2; _ 2 J- ( - l)ma» ia». 
n=ohl h=ohl 
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Se supponiamo a un numero dìspari della forma 
4À: + 3, avremo: 

quindi : 

hzdò ni 

Inoltre : 

00 1 aH f W+4-) ^ 

ir)(c) = i'' i T^a^^e ^ 2; ^ 
;i=o ^! 



F(*Hc) 



/i=o A ! 
La (l) diviene dunque pel punto e considerato: 



(— 1)''* ? J_ fr+i g-a- (a; -- cy- . 



(3) 



ora: 



ir+l pr-a^ 



r\ 



<h. 



* Basta ricordare che le potenze dispari di a sono della 
forma 4 A; -|- 3, le sue potenze pari della forma ih -\- l,per 
modo che può scriversi: 

kh denotando un numero intero. Si ha inoltre: 



V4 



1, «±1 = ± ,-, 



quindi: 



iah = iikh /(-!>'• = (— 1)A f. 
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sicché i coefficienti della (3) sono in valore asso- 

~ 1 
luto minori di quelli della serie 2 —-(x — cY , 

r=o r ! 

che ha raggio di convergenza infinito. Pertanto la 

(3) ha raggio di convergenza infinito. 

Consideriamo ora il punto: 



c = — , 



dove 9 è un numero intero positivo qualunque. 
Avremo : 

hz=o ni 

(7-1 1 a'^-a» (w+4-) TT 00 l o*-2»fm+i|^ 

h=0 fi ! h=q ri ! 

(7-1 1 a*-ai (m+4^) tt , ^ , 00 (_ l)A 

A=o ^ ! L J 

+ (-l^+^f 2 L_-J_^. 

Ora, poiché: 

l 2/ 1=1, 

donde: 

\ «/ 4. I — 



^- (— l)m+q+h 



^2, 
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e poiohè inoltre: 



«-1 1 - 



sarà: 






quindi: 

F{c)\<2q + e-^<2q+l. 



Analogamente: 

oc 1 a*-2» f m-f— I 73 

h=tohi 



r^-^ 1 ,. 



00 1 a*-2j 

+ 2 Tra'-^e 



ft=2 hi 



[ff-i 1 
h=ohl 









00 (_ lU ] 



7i=7 A 



r^-1 1 

L /»=o A ! 



l ^2; _f(_i). 






A=0 Ai ! J 
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Ora: 



lì^'-ii- 



A=0 /li 

quindi: 

i F^'-'i (c)\<2q a''^ + e-»** <{2q + \) a^^. 

I coefficienti della (1) sono dunque pel punto e 
considerato minori in valore assoluto dei corri- 
spondenti della serie: 

che ha raggio di convergenza infinito, come si vede 
osservando che essa può scriversi: 

(2g-hl) ? 1 [a. (a, - e)]*- . 

Ne segue che la (1) ha raggio di convergenza 
infinito. 
I punti: 



[m + 1). 



e = ^, (^ = 0,1,2,...) (4) 

formano un insieme denso su tutto Tasse reale; 
cioè, preso un numero reale qualunque d ed un 
numero positivo qualunque <t, può trovarsi uno 
dei numeri (4) che differisca da d in valore assò- 
luto per meno di <i. 
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Prendiamo a come base d' un sistema di nume- 

2d 
razione; un numero reale qualunque, p. es. —7, 

sarà rappresentato da uno sviluppo finito od infi- 
nito della forma seguente: 

T^ a a^ ^ 

dove Po e un numero intero positivo, nullo ne- 
gativo, Pi, p^, . . . sono numeri interi non negati?i 
e minori di a. 
Supponiamo dapprima lo sviluppo finito, cioè: 



•K '^'^ a a^ a« 

Po gg + Pi gg-^ + . .. + pq n 

~ g« "~ g« ' 

dove n è un numero intero. Se n è dispari, posto 
w = 2 w + 1, si ha: 



d = 



[m + jY 



g« 



sicché d è uno dei punti (4). Se n è pari, trovato 
un numero intero e positivo s tale che sia: 






2 a» 
e preso un numero intero t maggiore di s e di 9, 
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si ponga: 

n , 1 \ (n a^"^ + 1) 7^ 



2 » a» ^ a* / 



2 a' 



Poiché n è pari, « a'~« + 1 è dispari, e e è uno 
dei punti (4); inoltre si ha: 

IT 7C 

2 a^ 2 a« 

Se invece lo sviluppo (5) è infinito, potrà scri- 
versi : 

^à _ Px ps ps+i , 

Tz a a* a«+i 



e quindi, come è noto: 

M + 1 2d w 



ossia: 



2 a» 2 a* * 

L'uno l'altro dei due termini estremi è uno 
dei numeri (4), ed ambidue differiscono da d per 
meno di <t, sicché l'asserto resta dimostrato. 

Prendiamo invece a considerare 1 punti: 

c=— (? = 0,1,2,...), (6) 

e supponiamo dapprima q^O, cioè e = w t. 
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Avremo: 
F{c)= 2 i-6«*«»^» =(— 1)'« ~ i. = (-l)'''^, 

= t>(-l)«e*''; 
la (1) diverrà: 

(_l)m V ^^_cy, (Il 

r=0 ^J 



Ora, poiché (art. 265) a^>r\ inoltre evideu- 
temente rKr'' ^ ne segue: 



^ 



ma — cresce indefinitamente insieme ad r^ quindi 
r 

lo stesso può dirsi di W —, e la serie (7) ha (ar- 
ticolo 90) raggio di convergenza nullo. 
Sia ora q>0. Si ha : 

00 1 

h=o hi 

[g-1 1 OQ 1 . 

hziOhl h:=Qhl 

[«-11 «> 1 1 

h=oh\ h=qhl J 

~ ^'' f ^i À ^'** (e^'^'^''' - ( - 1)*^) + (- \yA, 
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Ora: 

S'I 1 
2 — a*-* (e^^'^mni — ( -. l)m) 

(?-l 1 

7t=o/t! 

d'altra parte, qualunque sia g, può troyarsi (arti- 
colo 265) un numero k tale, che per ogni s^k 
sia : 

e^ > ^, 

e quindi un numero y tale, che per ogni r>j sia: 

inoltre per s abbastanza grande si ha: 

ossia: 

onde: 

««*• > 4 g a*'^. 

Ne segue, da un certo valore di r in avanti: 
I F(^){c) I > e«*- — 2 g a»'^ > 4" «''', 

sicché nel caso considerato i coefficienti della (1) 
sono rispettivamente maggiori, in valore assoluto, 
di quelli della serie: 

1 00 par 
ù r=or ! 
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che, come risalta da ciò che si disse poc^anzi, ha 
raggio di convergenza nullo. 

Dunque la (1) ha raggio di convergenza nullo 
in tutti i punti (6). Questi punti costituiscono un 
insieme denso su tutto l'asse reale, come si di- 
mostrerebbe ripetendo il ragionamento sviluppato 
riguardo ai punti (4). 

Se nell'espressione F(x) si fa il cambiamento 
di variabile: 

y = ^\ 
si ottiene dalla (2) la serie di potenze: 

ft=o II ! 

Osservando che F(x) è convergente per f?^0. 
e che I y I = e""*', se ne deduce che ^\y) è con- 
vergente per I y I ^ 1. La circonferenza unità del 
piano y corrisponde all'asse reale del piano a;; e 
però su quella circonferenza v' è un insieme denso 
di punti in ciascuno dei quali lo sviluppo di Tay- 
lor ha raggio di convergenza infinito ed un altro 
insieme denso di punti in ciascuno dei quali esso 
ha raggio di convergenza nullo. 

269. Ecco finalmente come Pringsheim dimo- 
stra (cfr. art. 263) che il caso più generale per le 
serie di potenze è quello in, cui tutti i punti della 
circonferenza di convergenza sono singolari. 

Abbiasi una serie di potenze: 

00 
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il cui raggio di convergenza sìa 1, e i cui coeffi- 
cienti sieno reali e positivi. 

Scegliamo una successione di numeri interi po- 
sitivi mi, fn2j . . , ciascuno dei quali sia multiplo del 
precedente, e scindiamo la serie Pix) in due, di 
cui r una Q (x) formata dai termini dove figurano 
gli esponenti Wi, Wg, . . . , 1' altra B (x) dai rima- 
nenti, sicché: 

P{x) = Q{X) + B{x)='^ Umr x^'r + R (x). 

Riguardo alla Q {x), ripetendo un ragionamento 
già fatto nell'art. 267 si dimostra che tutti i punti 
della circonferenza unità sono per essa punti sin- 
golari. Ora, perchè P{x) ahbia su questa circon- 
ferenza un insieme non denso di punti singolari 
(e quindi sia continuabile al di là di essa), bisogna 
che le singolarità di Q{x) distruggano in parte 
quelle di R {x\ e per conseguenza bisogna che tra 
i coefficienti delle due serie, o, ciò che è lo stesso, 
tra i coefficienti della serie P(a?), esistano delle 
relazioni. Se pertanto questi coefficienti sono tra 
loro affatto indipendenti, tutti i punti della cir- 
conferenza di convergenza sono punti singolari per 
la serie considerata. 



m^t^t0^3^t,iA* 
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MANUALI HOEPLI 




Ministero dell' Istruzione 

Gabinetto 

del Sottosegretario di Stato 

Roma, 3 nov. 1900. 

lU.mo Signore 
Comm. Ulrico Hoepli 
Editore 

Milano, 

La collezione dei Manuali 
Hoepli^ ricca ormai di quasi 
700 volumi, forma la più vasta 
enciclopedia di scienze, lettere 
ed arti finora apparsa in Ita- 
lia. Meritano lode certamente 
e gli autori, che in forma lu- 
cida e breve hanno preparato 
cosi valido ausilio alla gioventù 
studiosa, e Veditore che ha sa- 
puto scegliere, tra le varie di- 
scipline, quelle che meglio val- 
gono a formare un complesso 
di cognizioni indispensabili alla 
cultura moderna. 

firmato: 

Enrico Panzacchi. 

Sotto Segretario di Stato 
al i^Cinistero della Pubbl. Istruiione. 




Il Ministro 
per l'Agricoltura, l' Industria 
e il Commercio 

Roma, 25 ott. 1900. 

111. sig. Comm. U. Hoepli, 

Milano. 

La lar/a accoglienza fatta 
alla collezione dei manuali, e- 
diti dalla Sua benemerita Casa, 
deve certo formare la migliore 
e più ambita ricompensa per la 
S, V. Ill.ma, che con intelli- 
gente cura ne dirige la pub- 
blicazione. 

Questo Ministero ha avuto più 
volte occasione di fermare la 
sua attenzione sui lavori che 
più direttamente riguardano 
V agricoltura, la zootecnia e le 
industrie ad esse attinenti, tro - 
vandoli rispondenti allo scopo, 
che la S. V. III. ma si propone 
di conseguire. 

Mi torna quindi gradito di 
esprimerne a Lei il mio sincero 
compiacimento, mentre Le au- 
guro che sempre maggior fa- 
vore abbia ad incontrare code- 
sta Sua utile raccolta 

firmato: C\nCANO. 
t^€in. dell' Jj^r.y Jnd. e Comm. 
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700 - MANUALI HOEPLI - 700 

Pubblicati sino al Maggio 1901 

L. 6. 

Abitazioni. — oedi Fabbricati civili. 

Abltasloni degli Animali domestlel, del Dott U. 

Babpi, di pag. xvi-372, con 168 incisioni 4 ~ 

Abbreviature latine ed italiane. — oedi Dizionario. 
Abiti. — oedi Confezioni d'abiti — Biancheria. 

Acetilene (L'), del Dott. L. Oastbllani, di p. xyi-125. 2 ~ 

— oedi anche Gaz — Incandescenza. 

Acido solforico. Acido nitrico. Solfato sodico. 
Acido muriatico (Fabbricazione dell'), del Dott. V. 
Vender, di pag. yiii-312, con 107 ine. e molte tabelle. 3 50 

Acque (Le) minerali e termali del Regno d'I- 
talia, di Laiai Tigli. Topografia — Analisi —Elenchi 
— Denominazione delle acque — Malattie per le qnali 
si prescrivono — Comuni in cui scaturiscono — Sta- 
bilimenti e loro proprietari — Acque e tanghi in com- 
mercio — Negozianti d'acque minerali, di paar. xxii-552. 5 60 

Acque pubbliche. — oedi Ingegneria legale. 
Aoustica. — oedi Luce e suono. 

Adulterazione e fialsiflcazfone degli alimenti, 

del Dott. Prof. L. ^abba, è in lavoro la 2* edizione 

Agriooltore. — cedi Prontuario. 

Agricoltura. — oedi Agrumi — Computisteria agraria — 
Cooperative rurali — Estimo — Igiene rurale — Le- 
gislazione rurale — Macchine agricole — Malattìe 
crittogamiche — Mezzeria — Orticol. — Prodotti agri- 
coli — Selvicoltura. 

Agronomia, del Prof. Carisga di Muricce, 3* ediz. 

riveduta ed ampliata dallautore, dì pag*. xn-210 . . 1 50 
Agronomia e agricoltura moderna, di G. Sol- 
DANI, di pag. XI 1-404 con 134 ine. e 2 tav. cromolitograt. 3 50 

— oedi anche Prontuario deirapricoltore. 
Agrumi (Coltivazione, malattie e commercio degli), 

di A Aldi, con 22 incis. e 5 tav. oromolit., p. xii-2:38 
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Alcool (Fabbricazione e materie prime), di F. Oanta- 
MS8SA, di pag. xii-307, con 24 incisioni 8 — 

— cedi anche Cognac — Liquorista. 

Algebra eomplementare, del Prof. S. Finchbblb : 

Parte L Analisi algebrica, di pag. tiii-174 ... 1 60 
Parte n. Teoria delle equazioni^ p. iv-169 con 4 ine 1 60 

Algebra elementare, del Prof. S. Pikohbble, 7* edi- 
zione, di pag. viii-210 . 1 60 

— oedi anche Determinanti — Esercizi di algebra — 
Formulario scolastico di matematica. 

Alighieri (Dante). — cedi Dantologia. 

Alimentazione, di i3c, ^trafforbllo, di pag. 7iii-122. 9 — 

— cedi anche Adulterazione alimenti — Analisf di so- 
stanze alimentari — Conserve alimentari— Frumento 
e mais — Funghi mangerecci — Latte, burro e cacio 

— Panificazione razionale — Tartufi e funghi. 

Alimentazione del bestiame, dei Proif. Mbnozzi 
E Niccoli, di pag. xvi-400 con molte tabelle. ... 4 — 

— cedi anche Bestiame, 

Allattamento. — cedi Nutrizione del bambino. 
Alligazione per l'oro e per l'argento. — cedi Tavole. 

Alluminio (L'), di 0. Formenti, di pag. xxviii-324 . 3 50 

— cedi anche Leghe metalliche — Galvanoplastica — 
Galvanostegia — Metallocromia. 

Aloè. — cedi Prodotti agricoli. 

Alpi (Le), di J. Ball, crad. di I. Orbmona, pag. ti-120. 1 50 

Alpinismo, di G. Brochbrel, di pag. yiii-312 ... 3 — 

— cedi anche Dizionario alpino — Infortunii di mont. — 
Prealpi bergamasche. 

Amalgame. — cedi Leghe metalliche. 

Amarico. — cedi Dizionario eritreo — Lingue deirAfrica. 

Amatore di armi antiche. — cedi Armi antiche. 

Amatore d'Autografi — cedi Autografi. 

Amatore (Li') di Maioiiclie e Porcellane, di 
L. Dr Mauri, illustrato da splendide jncisionì in nero, 
da 1 2 superbe tavole a colori e da 3000 marche. — 
Contiene: Tecnica della tabbricazione — Sguardo ge- 
nerale sulla storia delle Ceramiche dai primi tempi 
fino ai eiorni nostri — Cenni Storici ed Artistici su 
tutte le Fabbriche — Eaccolta di 3000 marche corredate 
ognuna di notizie relative, e coordinate ai Cenni Sto- 
ncì in modo che le ricerche riescano di esito immediato 

— Dizionario di termini Artistici aventi relazione col- 
l'Arte Ceramica e di oggetti Ceramici speciali, coi prezzi 
correnti. Bibliografia ceramica, indici vari, di p.xir-650. 12 50 

Amatore (L') di esigetti d'arte e di eurtosltà, 
di L. Dr Mauri, di 600 pag. adomo di numerose in- 
cisioni e marche. Contiene le materie seguenti: Pit- 
^nra — Incisione — Scoltura in avorio — Piccola 



BLBNCO DBI MANUALI BOBPLI 5 

__ 

scoltura — Vetri — Mobili — Smalti — Ventagli — 
Tabacchiere — Orologfi — Vasellame di stagno — 
Armi ed armature — Dizionario complementare di 
altri infiniti oggetti d'arte e di curiosità, di pag. xii-580. 6 50 

Amministrazione. — cedi Computisteria — Contabilità — 
Diritto amministrativo — Ragioneria. 

Anagrammi. — cedi Enimmistica. 

Analisi chimlea qualitativa di sostanze minerali ed 
organiche e ricerche tossicologiche, ad uso dei labora- 
tori di chimica in genere e in particolare delle scuole 
di Farmacia, del frot. f. E. ALKbSANDRi. 2" ediz. intie- 
ramente rifatta, di pag. xii-384, con 14 ine. numerose 
tabelle e 5 tavole cromolitogratìche 5 — 

Analisi di sostanze alimentari. — cedi Chimica applicata 
air Igiene. 

Analisi delle Urine. — cedi Chimica clinica. 

Analisi del vino, ad uso aei cnimici e dei legali, del 
Dott. Ai. Barth, traduzione del Prof. E. Oomboni, 
2*^ edizione italiana interamente riveduta ed ampliata 
dal traduttore, di pag. xvi-140, con 8 Inc. intercalate 
nei testo 2 — 

— cedi anche Enologia — Vini. 
Analisi matematica. — oedi Repertorio. 

Analisi Tolumetrica applicata ai prodotti commer- 
ciali e industriali, del Prot. P. E. Alessandri, di 
pati. x-d42, con 52 incisioni 4 60 

Ananas. — oedi Prodotti agricoli. 

Anatomia e fisiologia comparate, del Prot. R. 
Sesta, di pag. vii-21» con 34 incisioni 1 50 

Anatomia mieroseopiea (Tecnica di), del Prof. D. 
Oarazzi, di pag. xi-211, con 5 incisioni 1 50 

— cedi anche Microscopio. 

Anatomia pittorica, del Prof. A. Lohbabdini, 2* 
ediz. riveduta ) ampliata, di pag. viii-168, con 53 ine. 2 — 

Anatomia topografica, del Dott. Prof. C. Falcone, 
di pag. xv-385, con 30 incisioni 3 — 

Anatomia vegetale, del Dottor A. ToeNiNi, di pa- 
gine xvi'274 con 141 incisioni 3 — 

Animali da cortile, del Prof. P. Bonizzi, di pa- 
gine xiv-238 con 39 incÌ8Ìoni.(La2"ediz. è in preparazione) 

— oedi anche Abitazioni animali — Cane — Colombi 
— Coniglicoltura — Majale — Pollicoltura. 

Animaii domestici. — oedi Abitazioni — Alimentazione del 

bestiame — Bestiame — Cane — Cavallo. 
Animali (Gli) parassiti dell'uomo, del Prof. F. 

Mercanti, di pag. fv-179, con 33 incisioni . . . . 1 50 

— oedi anche Zoonosi. 

Antioliità assira, babilonese, egiziana e fenicia. — o. Mitol. orient. 
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Antichità greche» del Prof. V. Inama. (In lavoro). 

— cedi anche Mitologia greca. 

Antichità private dei romnni, del Prof. W.Kopp, 
tradazione con note ed aggiunte del Proi. K. Mo- 
asBCHi, 2^ edizione, di pagine xii-180 160 

— cedi anche Amatore d*oggetti d^arte e di curiosità 
— Amat di Maiol. e Porcell. — Archeol. — Armi ant. 

Antiteitioi. ~ oedi Medicatura antisettica. 
Antropologia» del Prof. G. Oanbstbini, 3' edizione, 
di pag. yi-239. con 21 incisioni 1 60 

— oedi anche Etnografia — Paleoetnologia. 
Antropometria di R. Livi, di p. viii-237 con 33 ine. 2 50 
Apicoltura del Prot. G. Canestrini, 8^ edizione ri- 
veduta di pa* . iv-215. con 43 incisioni 2 — 

Appaiti. — oedi Ingegneria legale. 

Arabo parlato (L*) in Esritto. Grammatica, frasi, 

dialoghi e raccolta di oltre 6000 vocaboli del Profl A. 

Nallino. ( Nuova edizione dell' Arabo volgare di 

Dk Sterlich e Dm Khaddag) di pag. xxviii-386 . 4 — 
Araldica (Grammatica), di F. Tribolati, 4* edizione 

rifatta da G, di Crollalanza. (In lavoro), 

— cedi anche Vocabolario araldico. 
Aranci. — oedi Agrumi. 

Arte greca del Prot. 1. Gentile : Atlante di 149 tavole 4 — 
Il volume di testo rifatto dal Prof. S. Ricci è in lavoro. 

Avcheoloeia e Storia dell'arte. Italica Etrusca e 
Roiiiaiia 8^ ediz. interamente rifatta con introduzioni 
bibliografiche ed appendici sulle ultime scoperte e que- 
stioni archeologiche illustrato con 96 tavole nel testo 
dal prof. S. Riccii . 5 50 

Atlante complementare di 79 Tavole a illustra- 
zione del Trattato g:enerale di Archeologia e Storia 
dell'Arte Italica, Etrusca e Romana del Prof. Iginio 
Gentile ora interam. rifatto dal Prof. Dott. S. RiccL 2 — 

— oedi anche Antichità privata dei romani. 
Architettura (Manuale di) italiana, antica e mo- 
derna di A. Mklani, 8» edizione ritatta con 131 ine. 

e 70 tavole di pag:. xxviii-460 6 — 

Argentatura. — oedi Galvanoplastica — Galvanostegia — 

Metalli preziosi — Piccole industrie. 
Aritmetica pratica, del Prot. Dott. F. Panizza, 

2* edizione riveduta, di pag. viii-188 1 50 

Aritmetica razionale, del Prof. Dott. F. Panizza, 

3* ediz. riveduta di oag-. xii-210 1 50 

Aritmetica (L*) e la Geometria dell' operalo» 

di Ezio GiORLi, di pag. xii-183, con 74 figure ... 2 — 

— oeai anche Esercizi di aritmetica razionale — For- 
mulario scolastico di matematica. 
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Armi antiche (Guida del raccocrlitore e dell'amatore 
di) di J. Gklli, di p. viii-388. con 9 tavole fuori testo, 
432 incisioni nel testo e 14 tavole di marche ... 6 50 

— oedi anche Amatore d*oggetti diarie e di curiosità — 
Storia dell'arte militare. 

Armonia (Manuale di), del Prof. G. Bernardi, con 
prefazione di B. Rossi, di pag:. xii-268 3 60 

— cedi anche Chitarra — Mandolinista — Musica da 
camera — Pianista — Storia della mus. — Strumentaz. 

Arte antica. — oedi Amatore d*oggetti d*arte e di curio- 
sità — Amatore di Maioliche e porcellane — Archeo- 
logia — Architettura — Armi antiche — Decorazione 
e industrie — Pittura— Restaurat. dipinti — Scultura. 

Arte nei dire (L< ). di D. ì<ibbhahì, Manu»*» di retorica 
per Io studente delle Scuole se(?ondarì€. 5^ ediz. corr., 
(10, 11 e 12® mig:liaio), pap. xvi-33D e quadri sinottici . 1 60 

— oedi anche Rettorica — Ritmica — Stilistica. 
Arte della memoria (L*), sua storia e teoria (parte 

scientifica). Mnemotecnia Triforme (parte pratica) del 
Generale B. Plkbani, di pag:. xxxii-224 con 13 iliustr. 2 50 

Arte militare. — oedi Armi antiche — Storia dell'arte mil. 

Arte mineraria, dell'ing. Prot. V. Zoppbtti. di pa- 
gine iv-192, con 112 iir. in 14 tav. (La 2* ediz. è in lav.). 

Arti (Le) craflelie fotomeeeanieiie ossia la Klio- 
grafia nello diverse applicaz. (Fotozincotipia, fotozinco- 
gralia. fotocromolitografia, otolitotf rafia, t'otocoUografia, 
fotosilografi» tricromia, fotocollocromia, elioincisione, 
ecc. secondo i metodi più recenti), con un Dizionarietto 
tecnico e ol cenno stonco sulle arti gn^fiche; 3' ediz. 
corretta, accresciuta, ed in parte rifatta, con molte illu- 
strazioni, di pag. xvi-288 con 4 tav 2 — 

— oedi anche Carte xotograflche — Dizionario foto- 
grafico — Fotografia per dilettanti — Fotografia in- 
dustriale — Fotocromatografia — Fotografia orto- 
cromatica — Litografia — Processi fotomeccanici — 
Proiezioni — Ricettario fotografico. 

Asfalto (L*), fabbricazione, applicazione, dell'ing. E. 

Righetti, con ^ incisioni, di pag. viii-152 . . . . 2 — 
Assicurazione in generale, di U. Gobbi, di p.xii-308. 3 — 
Assienrazione sulla vita, di 0. Pagani, di p. vi-151. 1 60 
Assistenza degli infermi nell'ospedale ed in 

famiglia,del Uott.O.OALLiANO,2»ed.,p.xxiv-448,7tav. 4 50 
Assicurazioni e la stima dei danni (Le) nelle a- 
ziende rurali, con appendice sui mezzi contro la gran- 
dine, del D.' A. Capilupi. di pa?. viii-284, 17 incis. . 2 50 
Assistenza del pazzi nel Manicomio e nella 
famiglia, del dott. A. Pieraccini, e prefazione del 
prot. E. Morselli, di pa?. 250 2 50 

— oedi anche Igiene — Impiego ipodermico — Materia 
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medica — Medicatura antisettica — Organoterapia — 
Raggi Rontgen — Semeiotica — Sieroterapia — Soc- 
corsi d*urgenza — Tisici. 
Astronomia, di J. N. Logkyice, nuora versione libera 
con note ed aggiunte del Prof. O. Gelobia, 4* ediz., 

di pagine xi-258 con 51 incisioni 1 50 

cedi anche Cosmografia — Gnomonica — Gravita- 
zione — Ottica — Spettroscopio. 
Astronomia nautica, del Prof. Q. Nacoabi, di pa- 
gine xvi-320, con 46 ine. e tav. numeriche . . . . . 3 — 
Atene, di S. Ambbosoli, con molte illustraz. (In lav.). 
Atlante geografleo-storleo dell'Italia, del Dott 
• G^. Gabollo, 24 tav. con pag. viii -67 di testo e un'appen. 2 — 
Atlante geografico universale, di Eiepebt, con 
notizie geografiche e statistiche del Dott. G. G^ abollo, 
9^ ediz. (dalla 81000 alla 90000 copia), con 26 carte, 
testo e indice alfabetico • 2 — 

— oedi anche Dizionario geografico. 
Atmosfera. — oedi Igroscopi e igrometri. 
Attrezzatura, manovra delle navi e segnala- 

sioni marittime, di F. Impebato, 2^ edizione am- 
pliata, di p. XXVIII 594, con 305 ine. e 24 tav. in cromolit 
riproducenti le bandiere marittime di tutte le nazioni. 6 — 

— cedi Nautica. 

Autografi (L'Amatore d') del conte E. Budan con 361 
facsimili di pag. xiv-42G ... .... 4 50 

Autografi (Raccolte e raccoglit. di) in Italia di C. Van- 
BiANCHi, di pag. xvi-376, 102 tav. di facsimili d aut. e ritr. 6 50 

Automobilista (Manuale dell') e guida del mee- 
eanieo conduttore d' automobili. Trattato 
sulla costruzione dei veicoli semoventi, dedicato agli 
automobilisti italiani, a^li amatori d automobilismo in 
genere, agli inventori, ai dilettanti di meccanica cicli- 
stica, ecc., di G. Pedbettl di pag. xxiv-480, 191 incis. 5 50 

Avicoltura. — o. Anim. da cortile — Colombi — Poliicolt. 

Avvelenamenti. — cedi Veleni. 

Bachi da seta, del Proi. F. Nengi. 3^ ediz. con note 
ed aggiunte, di oag. xii-300, con 47 incis. e 2 tav. . 2 50 

— cedi anche Gelsicoltura — Industria della seta — 

- Tinturs dells sete 

Baiittioa. — oerft Armi antiche— Esplodenti — Pirotecnia 

— Storia delParte militare — Telemetria. 

Ballo (Manuale del) di F. Gavina, di pag. vtii-239, con 
99 figure. Contiene: Storia della danza. Balli girati. 
Cotillon. Danze locali. Feste di ballo. Igiene del ballo. 2 50 

Banano. — cedi Prodotti agricoli. 

Bambini. — oedi Nutriz. dei — Ortofrenia — Terapia — 
Sordomuto. 

'bietola da zuooliero. — oedi Industria dello zucchero. 
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Batteriologia, dei Professori Q. e R. CANBSTaiNi, 
2* ediz. in gr^an parte rifatta, di pag;. x-274 con 37 ine. 1 50 

— Dedi anche Anatomia microscopica — Animali pa- 
rassiti — Microscopio -■ Protistologia — Tecnica 
protìstologica — . Zoonosi. 

Beneficenza (Man. della), del dott. L. Castiglioni, con 
appendice sulle contabilità delle istituzioni di pubblica 
beneficenza, del Rag;. G. Rota, di pag. xvi-340 . . 3 50 

Bestiame (II) e l'agricoltura In Italia, del Froi. 

F. Alberti, di pag. yiii-312, con 22 zincotipie ... S 50 

— vedi Abitazioni animale — Alimentazione del be- 
stiame — Cavallo — Igiene veterinaria — Zootecnia. 

Bianoheria. — oedi Confez. d*abìti — Disegno, taglio e con 
fez. di biancheria — Macchine da cucire - Monogr. 
Bibbia (Man. della), di G. M. Zampini, di pag. zii-dUtt. 3 50 
Bibliografia, di 6. Ottino, 2^ ediz., rivinta di pa- 
gine iv-166, con 17 incisioni 9 — 

— oedi anche Dizionario bibliografico. 

Bibliotecario (Manuale del), di G. Pbtzholdt, tra- 
dotto sulla 3^ edizione tedesca, con un'appendice ori- 
ginale di note illustrative, di norme legislative e am- 
ministrative e con un elenco delle pubbliche biblio- 
teche italiane e straniere, per cura di G. Biaqi e 

G. Fumagalli, di pa-j. xx-364-ccxiu 7 50 

— oedi anche Bibliografia — Dizionario bibliografico. 
Biliardo (H giuoco del), del Comm. J. Gelli, di pa- 
gine xv-179, con 79 illustrazioni 2 50 

Biografia. — oedi Cristoforo Colombo — Dantologia — 
Manzoni — Napoleone I — Omero — Shakespeare. 

Biologia animale (Zoologia generale e speciale) per 
Naturalisti, Medici e Veterinarii del Dott. G. CoL- 
LAMARiNi, di pag. x-426 con 23 tavole 3 — 

— oedi anche Naturalista — Zoologia. 
Bitume. — oedi Asfalto. 

Bocca. — oedi Igiene della bocca. 
Bollo. — oedi Codice del bollo — Leggi registro e bollo. 
Bonificlie. — cedi Ingegneria legale. 
Borsa (Operaz di). — oedi Debito pubb. — Valori pubb. 
Boschi. — oedi Selvicoltura. 

Botanica, del Prof. L D. Hooksb, traduzione del 
Prof. N. Pedicino, 4* ediz., di pag. viii-134. con 68 ine. 1 50 

— oedi anche Anatomia vegetale — Fisiologia vegetale 
— Funghi mangerecci — Malattie crittogamiche — 
Tabacco — Tartufi e funghi. 

Botti. — oedi Enologia. 

Box. — oedi Pugilato. 

Bronzatura. — oeai Metallocromia. 

Bronzo. — oedi Leghe metalliche. 

Buddismo» di E. Pavolini, di pag. xvi-164 .... 1 50 

— oedi anche Religioni e lingue delrindia inglese. 
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Burro. — cedi Latte — Caseifìcio. 
Cacao. — cedi Prodotti agricoli. 

Cacciatore (Manuale del), di Gr. Fbanobsohi, 2^ edi- 
zione rifatta, di pag. xiii-315, con 48 incisioni ... 2 50 

— cedi anche Cane (Allevatore del), 

Cacio. — cedi Bestiame — Caseifìcio — Latte, ecc. 
Caffo. — cedi Prodotti apricoli- 
Calcestruzzo. — oedi Costruzioni. 

Calci e Cementi (Impiego delle), per l'Ing. L. Maz- 
zocchi, di pae. xii-212 con 49 incisioni 2 — 

Calcolazioni mercantili e bancarie. — oedi Interesse e aconto 

— Prontuario del ragioniere. 
Calcoli fatti — oedi Conti e Calcoli. 

Calcolo inflnitesimale, del Prof. E. Fàsoal: 
Parte L Calcolo differenziale^ di pag. ix-316 con 10 

incisioni 3 — 

, n. Calcolo integrale^ di pag. ti-318 con 15 

incisioni 3 — 

, m. Calcolo delle variazioni e Calcolo delle 

differenze finite, di p. xii-330 3 *- 

— oedi anche Esercizi di calcolo — Funzioni ellittiche 

— Repertorio di matematiche. 

Calderaio pratico e Coistruttore di Caldaie 
a vapore, e di al cri apparecchi indiistriaìij di G. 
Belluomini, di pag:. xii-248, con 220 incisioni . . • 3 — 

Calligrafia (Manuale di). Cenno storico, citre nume- 
riche, materiale adoperato per la scrittura e metodo 
d'insegnamento, con 55 tavole di modelli dei principali 
caratteri conformi ai programmi, del Prot. R. Per- 
cossi, con 88 tac-simili di scritture, ele^. leg., tasca- 
bile, con leu g^io annesso al manuale per tenere il modello. 3 — 

— oedi anche Dizionapio di abbreviature latine — Gra- 
fologia — Monofrrammi —Ornatista — Paleografia — 
Raccoglitore di «utogrofl. 

Calore (II), del Dott. E. Jones, trad. di U. Fornari, 
di pa*>. viii-296, con 98 incisioni 3 — 

Cancelliere. — oedi Conciliatore. 

Candele. — cedi Industria stearica. 

Cane (Manuale deilamatore ed allevatore del), di An- 
&KLO Vecchio, di pag. xvi-403, con 129 ine. e 51 tav. 6 50 

— oedi anche Cacciatore. 

Canottasg;io (Manuale di), del Gap. G. Groppi, di na- 
nne xxiv-456, con 387 incisioni e 31 tavole cromolit. 7 50 

— oedi Nautica. 

Cantante (Man. del), dì L. Mastrioli, di pae:. xii-132. 9 — 
Cantiniere (11). Manuale dì vinificazione per uso dei 
cantinieri, di A. ìStrucchi, 3* edizione riveduta ed au- 
mentata, con 52 incisioni unite al testo, una tabella 
Barb 
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completa per la riduzione del peso degli spiriti, ed 
un'Appendice sulla produzione e commercio del vino 
in Italia, di pag. xvi-256 9 — 

— oedì anche Enologia — Vino. 
Carburo di calcio. — oedi Acetilene. 
Carta. — oedi L*industria della. 

Carte fotografiche. Preparazione e trattamento, del 
Dott. L. 8A8SI, di pag. xii-353 3 50 

Carte geografiche. — oedi Atlante. 

Cartografia (Manuale teorico-pratìco della), con un 
sunto sulla storia della Oarto^raiià, del Prot. E. QrKh- 
oiOH, di pag. vi-257, con 37 illustrazioni 9 — 

— oedi anche Celeriniensura — Disegno topografico 
— Telemetria — Triangolazione. 

Case coloniclie. — oedi Economia fabbricati rurali. 

Caseificio, di L. Manetti, 3*^ ediz. nuovamente am- 
pliata dal Prot. G. SARToai, di pag. nii 256 con 40 incis. 9 — 
oedi anche Bestiame — Latte, burro e cacio. 

Catasto (Il nuove) italiano, dell' Avv. E. Bruni, di 
pag. vii-346 3 — 

— oedi anche Esattore com. — Imposte dirette — Inge- 
gneria legale — ipoteche — Ricchezza mobile. 

Cavallo (il), del Colonnello (J. Volpini, 2^ edizione 
riveduta ed ampliata di pag. vi -165, con 8 tavole . . 9 60 

— o. anche Dizionario termini delle corse — Proverbi. 
Cavi telegrafici sottomarini. Costruzione, immer- 
sione, riparazione, dell'Ing. E. Jona, di pag. xvi-338, 

188 fig. e 1 carta delle (;omunicaz. telegrat. sottomarine. 5 50 

— oedi anche Telegrafìa. 
Cedri. — oedi Agrumi. 

Celeriniensura e tavole logaritmiche a quattro deci- 
mali deiring. F. Borlbtti, di pag. vi-1^ con 29 ine. 3 50 

Ceierimensura (Manuale e tavole di), dell'Ing. G. Or- 
landi, di p. 1200 con quadro generale d'interpolazioni. 18— 

Cementazione. — oedi Tempera. 

Cementi armati. — oedi Calci e cem. — Costr. in calcestr. 

Ceralacca. — oedi Vernici e lacche. 

Ceramiclie. — oedi Amatore di Maioliche e Porcellane — 
Fotosmaltografla. 

Ciiimiea, del Prot. H. E. RoscoE Spedizione rifatta 
da E. Ricci, di pae:. xii-228 con 47 incisioni ... 1 50 

— oedi anche Acetilene — Acido solforico — Analisi 
chimica — Chimico — Gaz illuminante — Incande- 
scenza a gaz — Latte, burro e calcio — l'intere — 
Tintura della seta. 

Chimica a^^aria, di A. Aducco. p. viii-828. 2* ed. (in lav). 

— oedi anche Concimi — Humus. 

Cilimiea analitica, di G. Ostwald-Bolis (in lavoro). 

Cttimica applicata all'Igiene. Guida pratica ad 

uso degli Ufficiali sanitarii, Medici, Farraacisti-Com- 
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mereiai! ti, Laboratori d'ig:iene dì merciologia, ecc. di 

P. E. Alessandri, di pag:. xx-515, con 49 ine. e 2 tav. 5 50 

Chimica clinica del Prof. R. Supino (in lavoro). 

Chimico (Manuale del) e dell'industriale. Eaccolta 
di tabelle, di dati fisici e chimici e di processi d ana- 
lisi tecnica ad uso dei chimici analitici e tecnici, dei. 
direttori di tabbriche, dei tabbricanti di prodotti chi> 
mici, degli studenti di chimica, ecc., ecc., del Dottor 
L. C^ABBA, 2^ ediz. ampliata ed arricchita delle tavole 
analitiche di H. Will, di pag. xvi-442, con 12 tabelle. 5 50 

Chirurgia operativa (Man. di), dei D."R. Stecchi 
e A. Gardini, di pag. viii-322, con 118 incisioni . 3 — 

Chitarra (Man. pratico per lo studio della), di A. Pisani, 
di pag. xvi-116, con 36 figure e 25 esempi di musica . 2 — 

— cedi anche Mandolinista. 

Ciclista» di I. Ghebsi. 2* ediz. complet. rifatta del *" Ma- 
nuale del Ciclista „ di A. Galante, di p. 244, 147 ine. 2 50 
Cimiteri. — cedi Ingegneria legale. 

Classiflc. delle scienze, di C. Tri vero, p. xvi-2^. 8 — 

Climatolo|^a« di L. De Marchi, di p. x-204. e 6 carte. 1 50 

— cedi Geografia fisica — Igroscopi — Meteorologia. 
Cloruro di sodio. — cedi Sale. 

Coca. — oedi Prodotti agricoli. 
Cocco. — oedi Prodotti agricoli. 

Codice cavalleresco italiano (Tecnica del duello), 
opera premiata con medaglia d'oro, del Comm. J. Gelli, 
9» ediz. rifatta di pag. xvi-283 2 50 

— oedi anche Duellante — Pugilato — Scherma italiana . 
Codice del bollo (U). Nuovo testo unico commentato 

colle risoluzioni amministrative e le massime di giu- 
risprudenza, ecc., di E. Corsi, di pag. c-564 .... ^50 

Codice civile del Regno d'Italia, accuratamente 
riscontrato sul testo ufficiale, corredato di richiami e 
coordinato dal Prof. Avv. L. Franchi, di pag. iv-216. 1 50 

Codice di commercio, accuratamente riscontrato 
sul testo officiale, corredato di richiami e coordinato 
dal Prof. Avv. L. Franchi, 2» ediz. di pag. iv-158 . 1 50 

Codice doganale italiano con commento e 
note, dell'Avv. E. Bruni, di pag. X2-1078 con 4 ine 6 50 

" oedi anche Trasporti e tariffe. 

Codice di Marina Mercantile, secondo il testo 
ufficiale, corredato di richiami e coordinato dal Prof. 
Aw. L. Franchi, seconda edizione, di pag. iv-290 . 1 50 

Codice metrico internazionaie. — oedi Metrologia. 

Codice penale e di procedura penale, secondo 
*^ testo ufficiale, corredato di richiami e coordinato dal 
t Aw. L. Franchi, 2* edizione, di pag. iv-230 . 1 50 
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Codlee penale per l'esercito e penale militare 
marittimo, secondo il testo ufficiale, corredato di ri- 
chiami e coordinato da L. Franchi, di pag. iv-163. . 1 50 

Oodlee del perito misuratore. Paccolta di norme 
e dati pratici per la misuraz. e valutaz. d'ogni lavoro 
edile, prontuario per preventivi, liquidazioni, collaudi, 
perizie, arbitramenti, degli ìns:eg:n. L. Mazzocchi e 
E. Mabzobati, di pag. xiii-498, con 116 illustraz. . 5 50 

€odiee di procedura ciTile, accuratamente riscon- 
trato sul testo ufficiale, corredato di richiami e coor- 
tìnato dal Prot Avv. L. Franchi, 2* ediz., di pag. 167 1 60 

Codice del teatro (II). Vade-mecum legale per artisti 
lirici e drammatici, impresari, capicomici, direttori d'or;- 
chestra, direzioni teatrali, agenti teatrali, gli avvocati 
e per il pubblico, dell'avv.N.TABANELU, di pag.xvi-328 3 — 

Codici e leggi usuali d'Italia, riscontrati sui testo 
ufficiale coordinati e annotati dal Prof. Avv. L. Fban- 
OHi, raccolti in 3 «rossi yol. leeati in pelle flessibile. 

Voi. L Codice civile — di procedura civile — di com- 
mercio — penale — procedura penale — della marina 
mercantile — penale per Tesercito — penale militare 
marittimo {otto codictU 2* edizione, di pag. viii-1264. 7 50 

Voi. n. Parte I. Leggi usuali d'Italia. Raccolta 
coordinata di tutte le leggi speciali più importanti e 
di più ricorrente ed estesa applicazione in Italia; con 
annessi decreti e regolamenti e disposte secondo l'or- 
dine alfabetico delle materie. Dalla voce ** Abbordi in 
mare „ alla voce * Istruzione pubblica (Legge Casati), „ 

di oag. vra-1364 a 2 colonne 9 — 

Voi. n. Parte II dalla voce: Laghi jmbblici alla 
voce: Volture catastali con appendice, pag. vin-1369- 

2982 a 2 colonne 12 - 

L'opera in tre volumi (legati in tutta pelle flessibile) 28 50 

I^®Sg^9 trattati e convenzioni sui Diritti d'au- 
tore. (In lavoro). 

Cognac (Fabbncazione del) e dello spirito di vino 
e distillazione delle fecce e delle vinacce, 
di Dal Piaz, corredato di annotazioni del Cav. G, 
Pbato, di pag. x-168, con 37 incisioni 2 — 

— eedi anche Alcool — Densità dei mosti — Liquorista 

— Distilleria. 

Coleotteri italiani, del Dott. A. Qbiffini, (Ento- 
mologia I) di pag. xvi-334 con 215 ine. . . . . . 3 — 

— cedi anche Animali parassiti — Ditteri — Imenotteri 

— Insetti nocivi — Insetti utili — Lepidotteri. 
Collezioni. — cedi Amatore di oggetti d*arte — Amatore 

di maioliche — Armi antiche — Autografi — Dizio- 
nario filatelico. 
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Colombi dome§tlel e colombicoltura, del Prot 
P. BoNizzi, di pagine vi-^lO, con 29 incisioni . . . 2 - 

— tedi anche Animali da cortile — Pollicoltura. 
Colorazione dei metalli. — vedi Metallocromia. 

Colori e la pittura (La scienza dei), del Prof. L. 

Guaita, di pag. 248 9 — 

— pedi anche Dilettante di pittura — Pittura — Ristau- 
ratore dì dipinti. 

Colori e vernici» di G. Gobini, 3^ ediz. totalmente 

ritatta, per l'ing. G. Appiani, di patr. x-282, con 13 ine 9 — 

— cedi anche Luce e colori. — Vernici. 
Coltivasione ed industrie delle piante tessili, 

{>ropriamente dette e di quelle che danno materia per 
egacci, lavori d'intreccio, sparterìa, spazzole, scope, 
carta, ecc., coU'aggriunta di un dizionario delle piante 
ed industrie tessili, di oltre 3000 yoci, del Proi M. 
A. Batobonan D'Osoppo, di pag. xii-476, con 72 ine. 5 — 

— oedi anche Filatura — Tessitore. 

ColtlTazione delle Miniere, di S. Bbrtolio (in lav). 

Commedie. — oedi Letteratura drammatica. 

Commercio. — cedi Codice — Corrispondenza commer- 
ciale — Computisteria — Geografia commerciale — 
Industria zuccliero, 11 — Mandato — Merciologia — 
Produzione e commercio del vino — Kagioneria — 
Scritture d'affari — Trasporti e tariffe. 

Compensazione degli errori con speciale ap- 
plicazione ai rilievi geodetici, di F. Grotti, 
di pag. iv-160 2 — 

Compositore-Tipografo (Manuale deir allievo), di S. Landi. 
— cedi Tipografia, voi. 11. 

Computisteria, del Frot. V. Gitti; 
Voi. L Computisteria commerciale, 5* ed., (9 e 10^ mi- 
gliaio) di i.ag. iv-lb4 1 60 

Voi. 11. Computisteria finanziaria. 8* ed., di p. vin-156. 1 50 

— cedi anche Contabilità — Interesse e sconto — Lo- 
gismografia — Ragioneria. 

Computisteria agraria, del Prof. L. Pbtri, seconda 
edizione rifatta di pag. viii-210 1 50 

Concia delle pelli ed arti afflni, di G. Gorini, 
3* edizione interamente ritatta dai Dott. G. B. Fram- 
OKSCHi e G. Vknturoli, di pag. ix-210 9 — 

Conciliatore (Manuale del), dell'Avv. G. Pattaoiml 
Guida teorico-pratica con formulario completo pel Con- 
ciliatore, Cancelliere, Usciere e Patrocinatore di cause. 
3* edizione ampliata dall'autore e messa in armonia 
con l'ultima le^ge 28 ìuAìo 1895, di pag. x-465 . . 8 — 

Concimi, del Prof. A. Ftinaro, 2» ediz. rinnovata e 
accresciuta, di pag. xii-266 2 — 
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— oedi anche Chimica agraria » Humus. 
Conlexione d'abiti per signor» e l'arte del taglio, 

compilato da Emilia Oova. di pag. ym-91, con 40 tav. i — 

— oecU Disegno, taglio e confezione di biancheria — 
Macchine per cucire. 

Gonigiicoitura pratica, di G. Liociaboblli, di pa- 
gine yiii-17B, con 141 incisioni e 9 tavole in sincromia. 2 50 

Oonservazioue delie sostanze aiimentari, di 
Qt, Go&iNi, d* ediz. interamente ritatta dai Dott Gt, B. 
Francbsqhi e G^. Ventuboli, di pag. vin-256 . . . 2 — 

Contigli pratici. — oedi Ricettario domestico — Ricettario 
industriale — Soccorsi d^urgenza. 

Oontabilità eomiuiaie, secondo le nuove disposizioni 
legislative e regolamentari (Testo unico 10 febb. 1889 e 
R. Decr. 6 lu?. 1890). del Prof. A. Db Brun. di p. vni-244. 1 50 

'- ^edi anche Diritto amministrativo — Legge comunale. 

Contabiiità domestica. Nozioni amministrativo- 
contabili ad uso delle famiglie e delle scuole femmi- 
nili, del rag. 0. Bergamaschi, di pag. xvi-186 . , . . 1 50 

— oedi anche Ricettario domeslico. 
Contabilità generale dello Stato, dell'Avv. B. 

Bruni, 2* ediz. rifatta, pag. xvi-410 . . . . 3 — 
Contabilità deile istituzioni di p.b eneficenza. — oe£i{£' Beneficènza. 

— oedi anche Computisteria 

Conti e ealeoli fatti delllng. I. Ghersi, 93 tabelle e 
istruzioni pratiche sul modo di usarle. (Misure, Pesi, 
Monete, Termometro, Gas e Vapori, Areometri, Al- 
coolometri, Soluz. zuccherine. Pesi specifici, Legnami, 
Carbone, Metalli, Divisione del tempo, Paga giornaliera, 
Interessi e Annualità, Rendita. Potenze e Radici, Po- 
ligoni e Poliedri regolari. Sfera, Circolo, Divisione 
della circonferenza, Pendenza, di pag. 204 ... 2 50 

Contratti agrari. — oedi Mezzeria. 

Convenzioni per ia proprietà letteraria - oedi Leggi. 

Conversazione italiana e tedesca (Manuale di), 
ossia guida completa per chiunque voglia esprimersi 
con proprietà e speditezza in ambe le lingue, e per 
servire di vade mecum ai viaggiatori, di A. Fiori, 
8» edizione rifatta da G. Cattaneo, di pag. xiv-40C. 3 50 

Conversaz. Itali ana-franeese — Y. Fraseologia. 

Cooperative rurali» di credito, di lavoro, di produ- 
zione, di assicurazione, di mutuo soccorso, di consumo, 
di acquisto di materie prime, di vendita di prodotti 
agrari. Scopo, costituzione, norme giuridiche, tecniche, 
amministr., computistiche, di V. Niccoli, p. viii-362 3 50 

— oedi anche Ragioneria delle cooperative. 
Cooperazione nella sociologia e nella legisla- 

zione, di F. Virgilii, di pag. xii-228 
Corrispondenza commerciale poliglotta com- 
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Pilato su di ut) piano speciale nelle lingue : Italiana, 
Francese, Inglese, Tedesca e Spagnuola — di cui cia- 
scuna foinia in se stessa l'originale e le altre ne sono 
la traduzione o la chiave : 

Corrispondenza eommerciale italiana, corre- 
dato di facsimili dei vari documenti di pratica gior- 
naliera, seguito da un Glossario delle principali voci 
ed espressioni attinenti al Commercio, agli Affari ma- 
rittimi, alle Operazioni bancarie ed alla Borsa, ad uso 
delle Scuole, dei Banchieri, Negozianti ed Industriali 
di qualunque nazione, che desiderano abilitarsi nella 
moderna terminologia e nella corretta fraseologia mer- 
cantile italiana, per cura di G. Frisoni, di pag. xx-^ 3 61 
Parte Spagnuola (in lavoro). 

Corrispondenza in cifre. — aedi Crittografia 

Corte. — 0. Dizion. dei termini delle— Cavallo — Proverbi. 

Cosmografia. Uno sguardo alT Z7mver«o, di B. M. 
La Leta, di pag. xu-197, con 11 incisioni e 3 tavole. L 60 

Costituzione degli Stati. — cedi Diritti e doveri —Ordinam. 

Costruttore di maecliine a vapore (Manuale del), 
di H. Haedeb. Ediz. ital. compilata sulla 5^ ediz. tedesca, 
con notev. aggiunte dell'Ing. E. Webber, di p. xvi-462, 
con 1444 ine. e 244 tab., leg. in bulgaro rosso. . . . 7 — 

— cedi anche Disegno industr. — Ingegnere navale — 
Meccanico (11) — Meccanismi (500) — Modellatore 
meccanico — Montatore di macchine. 

Costruttore navale (Manuale del), di G^. Rossi, di 
pag. xvi-517, con 231 ligure intere, nel testo e 65 tabelle. 6 — 

— oedi a/ic/ie Attrezzatura — Canott. — Disegno e Costr. 
navale — Dov. del macch. navale — Ingeg. nav. — Mac- 
chin. nav. — Marine da guerra — Montatore di macch. 

Costruzioni. — cedi Calci e cementi — Fabbricati civili 

— Fognatura cittadina e domestica — Ingegnere ci- 
vile e legale — Lavori in terra — Momenti resistenU 

— Peso metalli — Resistenza dei materiali. 
Costruzioni in calcestruzzo ed in cementi 

armati, di Gr. Vacchblli, di p. xvi-312, con 210 ine. 4 — 

Cotone. — oedi Prodotti agricoli. 

Cremore di tartaro. — oedi Distillazione. 

Cristailo. — cedi Fabbricazione degli specchi. 

CrÌstallogx.<^fi<^ geometrica, fisica e eiiimiea» 
applicata ai minerali, del Prot. E. Sansoni, di pa- 
gine xvi-368, con 284 incisioni nel testo 3 — 

— cedi anche Fisica cristallografica — Mineralogia. 
Cristo — cedi Imitazione di Cristo. 

Cristoforo Colombo, di V.Bellio. p. iv-136 e IO ine. 1 50 
Crittogame. — cedi Funghi — Malattie crittog. — Tartufi. 
Crittografia (La) diplomatica, militare e commerciiàe, 
ossia larte di cifrare o decifrare le corrispondenze 
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segrete. Sa^g:io del conte L. Q^ioppi, dì pa«. 177 . . 5 60 
Cronologia. — cedi Storia e cronologia. 
Cubatura dei legnami (Prontuario per la), di G^. 

Belluomini, 3^ eduE. aumentata e corretta, di pag. 204. 9 60 
Cuoio.— oedi Concia delle pelli. 
Curiosità. — cedi Amatore di oggetti d'arte — Amatore di 

Maioliche e Porcellane — Armi ant — Autografi. 
Curve. Mannaie pel tracciamento delle curve delle 

Ferrovie e Strade carrettiere di G. H. Krohnkb, tra- 

duzbne di L. Loria, È in preparazione la 3^ ediz. 
Dantologia, del Dott. G. A. 6càbtazzini, 2^ edizione. 

Vita ed Opere di Dante Alighieri, di pagine yi-406. 8 — 

Danza. — cedi Ballo. 

Datteri. -- cedi Prodotti agricoli. 

Debito (11) pubblico italiano e le regole e i modi 
per le operazioni sui titoli che lo rappresentano, di 
F. AzzoNi, di pag. vni-376 . . , 3 — 

— cedi anche Valori pubblici. 
Decorazione dei metalli. — vedi Metallocromia. 
Decorazione del vetro. — cedi Fabbricaz. degli specchi — 

Fotosmaltografìa. 
Decorazione e industrie artistiche, dell'Archi- 
tetto A. Mklani, 2 voi., di pa-, xx-460, con 118 ine. . 6 — 

— vedi anche L*Amatore di oggetti d*arte — Amatore 
di Maioliche e Porcellane — Armi antiche — Piccole 
Industrie — Pittura. 

Densità (La) dei mosti, dei vini e degli spiriti 
ed i problemi ctie ne dipendono — ad uso degli 
enochimici, degli enotecnici e dei distillat.,di E. Db Oil- 
Lis, di pag. xvi-230, con 11 figure e 46 tavole . . . 2 — 

— cedi anche Cognac — Enologia — Liquorista — Vini. 
Denti. — cedi Igiene della bocca. 
Determinanti e applicazioni, del Pro.. E. Pascal, 

di pa;;. vm-830 3 — 

Diagnostica. — cedi Semeiotica. 

Dialetti italici. Grammatica, iscrizioni, versione e 

lessico, di 0. Nazari, di pag. xvi-364 3 — 

Dialetti letterari ereci (epico, neo-ionico, dorico, 

eolico), del Prot. G. B. Bonino, di pag. xxxn-214. . 1 60 
Didattica per gli alunni delle scuole normali e pei 

maestri elementari del Prof. G. Soli, di pag. vui-SÌ4. 1 50 
Digesto (II), del Prot. C. Ferrini, di pag. iv-134 . . 1 50 
Dilettanti di pittura. — Vedi Pittura, 
Dinamica elementare, del Dott. 0. Cattaneo, di 

par', vni-146, con 25 fiinire 1 60 

— cedi anche Termodinamica. 
Dinamito. — cedi Esplodenti. 

Diritti e doveri dei cittadini, secondo le Istitu- 
zioni dello Stato, per uso delle pubbliche scuole, del 
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Prof. D. Maffioli, 10* edizione (dal 26 al 30° migliaio) 

con un'appendice sul Codice penale, di pag. x'vi-221^ . 1 50 

Diritto aimnlnlstratlTo laosia i programmi governa- 
tÌYi, ad uso degli Istituti tecnici^ del Prot Q. Loais, 
4* edizione, di pag. xx-521 3 — 

Diritto civile (Compendio) del Proi. Q. Lo&is, giusta i 
programmi governatici ad uso degli Istituti tecnici, 2* 
edizione riveduta, corretta ed ampliata, di pag. zvi-386. 3 — 

Diritto eiTile italiano, di G. Albigini, p ym-128 1 50 

— oedi anche Codice civile — Codice di proced. civile. 
Diritto commerciale italiano, del Proi. E. Vidari, 

2* edizione diligentemente riveduta, di pag. x-448. 3 — 

— oedi anche Codice commerciale — Mandato. 
Diritto comunale e provinciale. — oedi Contabilita comunale 

— Diritto amministrativo — Legj^e comunaiu. 
Diritto coHtltuzionaie, dell Avv. Proi. Jb. P. OoN- 

Tuzzi, 2* edizione, di pag. xvi-a70 3 — 

Diritto ecclesiastico, di C. Olmo, di pagine zu-47^. 3 — 
Diritto intemazionale privato, dell' Avv. Prof. F. 

P. (JONTUZZi, di pag, xvi-392 3 — 

Diritto internazionale pubblico, dell' A w. Prof. F. 

P. OoNTUZzi, di pa :. xii-320 3 — 

Diritto penale, deÙ'avv. A. Stoppato, 2* ed., (in lav.). 

— oedi anche Codice penale e di procedura penale — 
Codice penale militare e penale militare marittimo. 

Diritto penale romano, del Prof. 0. Ferrini, di 

pag. viii-360 3 — 

Diritto romano, diO. Ferrini, 2* ed. rit. pag.xvf-lTS 1 50 
Dise^^natore meccanico e nozioni tecniche generali 
di Aritmetica, Geometria, Algebra, Prospettiva, Resi- 
stenza dei materiali. Apparecchi idraulici. Macchine 
semplici ed a vapore, Propulsori, per V. Goffi, 2* 
edizione riveduta, di pag. xxi-435, con 363 figure . .5 — 

— oedi anche Disepcno industriale — Meccanica — Mec- 
canico — Meccanismi (500) — Modellatore meccanico 

— Montatore di macchine. 

Diseg^no. I prinoipii del Disegno, del Prot. C. BoiTO, 
4* edizione, di oa?. iv-206, con fil silografie . . . . '^ — 

— oedi anche Ornatista. 

Dise^^no assonometrico, del Prot. P. Paoloni, di 
pap. iv-122 oon 21 tavole e 23 figure nel testo . . . 2 — 

Disegno geometrico, del Prot. A. Antilli, 2^ ediz., 
di Dftp vrn-^K. (\nr\ H lieure tìaI t^qt-o e 27 tjiv. litoerr. 2 — 

Disegno, Teorìa e Costruzione delle Navi, ad 
uso dei Proo^ettisti e Ooscructori di Navi - Capi tec; 
nici, Assistenti e Disegnatori navali - Capi operai 
carpentieri - Alunni d' Istituti Nautici, di E. GiORLi 
di pag. viii-288 con 310 incisioni 3 — 



ELENCO DBl MANUALI HOBPLI. . 19 

__ __ 

Disegno induBtriale, dì E. Gio&ll Corso regolare 
di diseerno geometrico e delle proiezioni. Degli STilupi^i 
delle superaci dei solidi. Della costruzione dei princi- 
pali organi delle macchine. Macchine utensili. 2^ ediz. 
di par. vni-SlS, con 206 problemi risolti e 261 figure 3 — 

Disegno di proiezioni ortoconaii, del Prot D. 
Lamdi, di pag. ym-152, con 132 incisioni 3 — 

— cedi anche Prospettiva. 

Disegno topografleo, del Capitano Q. Bbbtblu, 
2* dizione, di nag. ti-137, con 12 tavole e 10 incis. 3 — 

— cedi Cartografìa — Celerina ensur . — Prospettiva — 
Regolo calcolatore — Telemetria — Triangolazioni. 

Disegno, taglio e eonfezlone di bianeheria 
(Manuale teorico pratico di), di E. Bonetti, con un 
Dizionario di nomenclatura. 2" ediz. riveduta e aumen- 
tata, di pa^.xvi-202 ^on50 tav. illustrativi e 6 prospetti. 3 — 

— vedi anche Confezione d*abiti — Ricettario domestico. 

Ditinffezione. — cedi Infezione — Medicatura antisettica. 

Distiiinzione delle Vinacce» e delle ft*utta fer- 
mentate. Fabbricazione razionale del Co- 
gline. Estrazione del Cremore di Tartaro ed 
utilizzazione di tutti 1 residui della distil- 
lazione, di M. Da Ponte. 2* edizione rifatta, conte- 
nente le leggi italiane sugli spiriti e la legge Austro- 
Ungarica, di pag:. xii-375, con 68 incisioni 3 50 

Oistiilazione. — cedi Alcool — Analisi del vino — Analisi 
volumetrica — Chimica aftraria — Chimico — Cofmac 
— Densità dei mosti — Enologia — Farmacista — 
Liquorista — Vini bianchi. 

DiUen it<<liHni, di Paolo Liot {Entomologia III U 
di pag. vii-356, con 227 incisioni 3 — 

— cedi anche Animali parassiti — Coleotteri — Ime- 
notteri — Insetti nocivi — Insetti utili — Lepidotteri. 

Dizionario alpino Italiano, farte 1^: Vette e 
valichi italiani, deirin«^. E. Bionami-Sormani. — 
Parte 2*: Valli lombarde e limitrofe alla Lombardia, 
deiring'. 0. Scolari, di pag. zxn-310 3 50 

— cedi anche Alpi — Alpinismo — Prealpi. 
Dizionario di abbreviature latine ed Italiane 

usate nelle carte e codici specialmente del 
Medio Evo» riprodotte con oltre 13000 senni incisi, 
aggiuntovi un prontuario di Sigle Eoigrafiche. I mo- 
nogrammi, la numerazione romana ea arabica e i segni 
indicanti monete, pesi, misure, ecc., per cura di 
Adriano Cappelli Archi vista- Paleografo presso il 
R. Archivio di Stato in Milano, di pag. lxii-433, con 

elegante legatura in cromo 7 60 

Dizionario blblio^iTii'flco, di C. Arlia, di pag. 100. 1 50 

— cedi anche Bibliografia — Bibliotecario. 
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Dizionario Biografico UniTersale, del professor 
Doct. G. G AROLLO. (In lavoro). 

Dizionario dei Comuni del Regno d' Italia, di 
B. Santi. (In lavoro). 

Dizionario Eritreo (Piccolo) Italiano -arabo- 
amarieo, raccolta dei vocaboli più usuali nelle prin- 
cipali lingue parlate nella colonia eritrea, di A. Al- 
lori, di pagine xxxiii-203 2 50 

— cedi anche Arabo parlato — Grammatica galla — 
Lingue d'Africa — Tigre. 

Dizionario filatelico, per il raccoi^litore di tran- 
cobolli con introduzione storica e biblioe rafia, del 
Comm. J. Belli, 2* edizione con Appendice 1898-99, 
di pag. LXiii-464 . 4 60 

Dizionario fotografico pei dilettanti e professionisti, 
con oltre 1500 voci in 4 lingue, 500 sinonimi, e 600 for- 
mule, di L. Gioppi, di pag. vm-600, 96 ànc. e 10 tav. 7 60 

Dizionario geografico universale, del Prof. Dot- 
tor G. Q AROLLO, 4* edizione del tutto rilatta e molto 
ampliata, di pag. xii-1451 10 

Dizionario gotico. — cedi Lìngua gotica. 

Dizionario milanese-italiano e repertorio ita- 
liano-milanese, di Oletto Arbighi, di pag. 912, 
a due rolonne. 2* edizione & 50 

Dizionario Numismatico. — cedi Vocabolarietto. 

Dizionario rumeno. — cedi Grammatica rumena. 

Dizionario stenografico. Sigle e abbreviature del 
sist.Gabelsberger-Noe,diA.ScHiAVENATO,dip.xvi-156. 1 60 

Dizionario tascabile (Nuovo) italiano-tedesco 
e tedesco-italiano» compilato sui migliori vocabo- 
lari moderni e provvisto d' un'accurata accentuazione 
per la pronuncia dell' italiano, di A. Fiori, 3» ediz., di 
pag. 798, completamente ritatta dal Prof. G. Cattaneo 3 50 

Dizionario tecnico in quattro lingue dwll'Ing. B. 
Webber, 4 volumi di complessive pag. 1917 

Separatamente : 

voi. I. Italiano-Tedesco-Francese-Inglese, di p. iv-336. 

(E in lavoro la 2^ edizione). 

vol.II.Deutscli-Italienisch-Franzosisch-Eneliscli,p.409. 4 — 
voi. III. FraDgais-Italien-Allemand-Anglais, di p. 509. 4 -— 
voi. IV. Enelish-Italiaa-German-French, di pag. 659. 6 — 

Dizionario (Piccolo) dei termini delle eorse, di 
Gt, Volpini, di pag". 47 . . 1 _ 

Dizionario turco. — cedi Grammatica turca. 

Dizionario universale delle lingue italiana, 
tedesca, inglese e francese, disposte in un 
unico alfabeto, 1 voi. di pag. 1200 a 2 colonne ... 8 — 
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Dizionario. — oedi Vocabolario, 

Dizionario VolapUi(. — oedi Volapùk. 

Dogane. — oedi Codice doganale — Trasporti e tariCTe. 

Doratura. — oedi Galvanostegia. — Metallocromia. 

Dottrina popolare» in 4 lingue. (Italiana, Francese, 
Inglese e Tedesca). Motti popolari, frasi commerciali 
e proverbi, raccolti da G. Sessa, 2* ed., di pag. iv-212. 2 — 

— oedi anche Conversazione italiana-tedesca — Con- 
versazione Volapùk — Fraseologia francese. 

Doveri del macchinista navale e condotta della 
macchina a vapore marina ad uso dei macchinisti navali 
e degli Istituti nautici, di M. Lignarolo. di p. xvt-.S03. 2 50 

— oedi Macchinista navale — Montatore di macchine. 
Drammi. — oedi Letteratura drammatica. 
Duellante (Man. dei) in appendice ai Codice cavalleresco* 

di J. Gelli, 2* ediz., di pasr. vm-256. con 27 tavole. 2 50 

— oedi anche Codice cavaller. — Pugilato — Scherma. 
Ebanista. — oedi Falegname — Modellatore meccanico 

— Operalo. 

Eduoaz. dei bambini. — oedi Ortofrenia — Sordomuti. 
Bconomla del fabbricati rurali, di V. Niccoli, 

di pag. vi-192 2 - 

Bconomla matematica (In trod. alla), dei Professori 

F. ViRGiLii e 0. Garibaldi, di p. xii-210, con 19 ine. 1 50 
Bconomla politica, del Prot. W. S. Jevons, traduz. 

del Prof. L. Cossa. 4» ediz. riveduta di pag. xvi-179. 1 50 
Ediiizia. — Fabbric. civili — Ingegn. civ. — Ingegn. legale. 
Blettrldtà, del Prot. Fleeming Jenkin, trad. del Prot. 

R. Ferrini 2* ediz. riveduta, di p. xn-208, con B6inc. 1 50 

— oedi anche Cavi telegrafici sottomarini — Galvano- 
plastica — Galvanostegia — Illuminazione elettrica — 

— Magnetismo ed elettricità — Metallocromia — Ront- 
gen (Raggi di) — Telefono — Telegrafia — Unità assol. 

Blettrotecnìca (Man. di), di Grawineel-Streckbr, 
traduzione italiana dell'ing. Flavio Dessy. (In lav.). 

Blettrochimica. (Prime nozioni elementari di) del 
Prof. A. Cossa, di pag. viii-104, con 10 incisioni . 1 50 

Embriologia e morfologia generale, del Prot. 

G. Cattaneo, di pag. x-2É, con 71 incisioni ... 1 50 
Eneiolopedia dei giurista. — oedi Codici e leggi. 
Bndclopedla Hoepll (Piccola), in 2 grossi volumi 

di 3375 pagine di due colonne per ogni pagina, con 
Appendice (146740 voci) 20 - 

Energia fisica, del Prot. R Ferrini, di pag. vin-187, 
con 47 incisioni, 2* edizione interamente rifatta . . 1 50 

Bnlmmlstica. (^uida per comporre e per spiegare Enim; 
mi, Sciarade, Anagrammi. Logogrifi, Rebus, ecc., di 
D. ToLOSANi (Bajardo), di pag. xii-516, con 29 illustra- 
zioni e molti esempi 6 50 



I 
2'i ELBNCO DEI MANUALI HOSPU. 

Bnolosia» precetti ad nso de^li enologi itaiìani, del 
Prof. O. Ottavi, 4^ edizione interamente rifatta da 
A. StbuochIj con una Appendice sul metodo della 
Botte unitaria pei calcoli relativi alle botti circolari, 
dell' Ing. AgT, R. Bassi, di pag. xvi-304, con 38 ine. 2 50 

Enologia domestiea, di R. Sbrnagiotto, p. vm*223. 3 ^ 

— oedi anche Alcool — Analisi del vino — Cantiniere 
— Cognac — Densità dei mosti — Liquorista — Ma- 
lattie ed alterazioni dei vini -— Produzione e com- 
mercio dei vini — Uva da tavola — Vini bianchi e da 
pasto — Vino — Viticoltura. 

Entomologia, di A. Grippini e P. LiOY, 4 volumi (oedi Co- 
leotteri — Ditteri — Lepidotteri — Imenotteri). 

— vedi anche Animali parassiti —Apicoltura— Bachi 
da seta — Imbalsamatore — Insetti utili — Insetti no- 
civi — Naturalista viaggiatore — Zoonosi. 

Epigrafia latina. Trattato eleni, con esercizi prattici e 
facsimili, con 65 tav., del Prof. S. Ricci, di p. xxxii-448. 6 50 

— oedi Dizionario di abbreviature latine. 

Eritrea. — cedi Arabo parlato —Dizionario eritreo, ita- 
liano-arabo-amarico — Grammatica galla — Lingue 
d'Africa — Prodotti agricoli del Tropico — Tigre- 
italiano. 

Errori e pregiudizi volgari, confutati colla scorta 
della scienza e del raziocinio da Gt. ìStrafpobello, 
2» edizione accresciuta, di pag. xii-196 1 50 

Esame degli Infermi — oedi Semeiotica 

Esattore comniiale. (Manuale dell'), ad uso anche 
dei Ricevitori provinciali. Messi esattoriali, Preletti, 
Intendenti di finanza. Agenti imposte. Sindaci e Se- 

f retari dei Comuni, Avvocati, Ingegneri, Ragionieri, 
[otai e Contribuenti, del rag. G. Mainabdi, 2* ediz. 
riveduta ed ampliata di pag. xvi-480 5 50 

— oedi anche Catasto — Imposte dir. —Ricchezza mob. 
Esercizi di algebra elementare, del Prot. 8. Pin- 

OHBRLE, di pag. viii-135, con 2 incisioni 1 50 

— oedi anche Algebra — Calcolo — Determinanti — 
Formulario di matematica — Funzioni ellittiche. 

Esercizi di aritmetica razionale, del Prot. Doti. 
F. Panizza, di pai;, viii-150 1 50 

— oedi anche Aritmetica — Formulario di matematica. 

Esercizi di calcolo infinitesimale (Calcolo diffe- 
renziale e integrale), del Proi. E. Pascal, di pa- 
gine xx-372 3 — 

— oedi anche Calcolo infinitesimale — Funzioni ellit- 
""ihé — Repertorio di matematiche. 
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BeereUti geosraflel e quesiti, sull'Atlante geo- 
Crafleo uni-versale di R. Kiepert, dì L. HueuBS, 
d^ edizione rifi&tta, di pag. ym-20H 1 50 

— oedi anche — Atlante — Geografia. 

Esercizi sulla geometria elementare, del Pro- 
tiessore S. Pinchbrle, di pag. yui-130, con 50 incis. 1 50 

— vedi GeoDa.etria — Metodi per risolvere i problemi. 

Bsereisl greci per la 4^ classe ginnasiale in correla- 
zione alle Nozioni elem, di lingua greca, de) Prof. V. 
Imama; del Prot. A. V. Bisoontl (è in lav. la 2* ediz.). 

— vedi anche Grammatica greca — Letteratura greca. 
Bsereizi latini eon regole (Morrologia generale), 

del Prof. P. E. Oebkti, di pag. xii..S32 1 50 

— vedi anche Grammatica latina — Letterat. romana. 
Eseroizi di stenografia. — cedi Stenografia. 

Esercizi di traduzione a complemento della 
gramm* francese, del Prot. G. Prat. dì n. vi-183. 1 50 

— vedi anche Gramm. francese — Letterat. francese. 
Esercizi di traduzione con vocabolario a 

complemento della Grammatica tedesca, 

del Prof. G. Adler, 2* ediz., di pag. viii-244 ... 1 50 

— vedi anche Grammatica tedesca — Letter. tedesca. 
Esercizi ed applicazioni di Trigonometria 

piana, con 400 esercizi e problemi proposti dal profes- 
sore 0. Alasia. di pag. xvi 292, con 30 incisioni . . 1 50 

Eseroizi pratici delia lingua'danese. — oedi Gramm. Danese. 

Esercizi pratici delia lingua portoghese. ~ oe^i Gramm. Portog. 

Esplodenti e modo di fabbricarli, di li. Molina, 
di pasj. xx-300 2 50 

— vedi anche Pirotecnia. 
Espropriazione. — cedi Ingegneria legale 
Essenze. — vedi Liquorista. 

Estetica, del ProL M. Pilo, di pag. xz-260 .... 1 50 

Estimo di cose d'arte. — cedi Amatore di oggetti d^arte e 
di curiosità — Amatore di Maioliche e Porcellane. 

Estimo dei terreni. Garanzia dei prestiti ipotecari 
e dell'equa ripartizione dell'imposta, dell' Ing. P. Fi- 
lippini, di pag. xvi-328, con 3 incisioni 3 — 

Estimo rurale* del Prot.CARRGA di Murigob. p. vi-164. 2 — 

— vedi anche Agronomia — Assicuraz. e stima di danni 

— Catasto — CPierimensura - Disegno topografico - 
Economia dei fabbricati rurali — Geometria pratica 

— Prontuario dell* aarricoltore — Triangolazioni. 

Etica, del Prof. Gr. Vidari (in lavoro). 

Etnografia, del Prot. B, Malfatti, 2* edizione intera- 
mente ritusa, di pag. vi-200 1 60 

— vedi anche Antropolom'a — Paleoetnolocria. 
Evoluzione. (Storia dell') del Pmf\ Carlo Fenizia con 

breve saggio di Bibliogr. evoluzionistica di pag. xiv-.'38y. 3 — 
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Fabbrteatl cìtìII di abitazione, deil'Ing:. C Lbvi, 
2* edìz. rifatta, con 207 ine. e i Capitolati d'oneri ap- 
provati dalle principali città d'Italia, di pae. xyi-412 4 50 1 

— oedi Calci e cementi — loRegnere civile — inge- 1 
gneria legale. 

Fabbricati ruraii. — cedi Abitazioni — Economia fabbricati. 

Fabbrieazione (La) degii specchi e la decora- 
zione del vetro e cristallo, del Prof. R. Namias, 
di pagine xii-156, con 14 incisioni 2 — 

— oeai anche Fotosmaltografla. 
Fabbricazione dello zucchero. — cedi Industria. 
Fabbro. — eedi Fonditore — Meccanico — Operaio — 

Tornitore. 

Fabbro-ferraio (Manuale del), di Gr. Belluohini 
(in lavoro). 

Falegname ed ebanista* Natura dei legnami, ma- 
niera di conservarli, prepararli, colorirli e verniciarli, 
loro cubatura, di <^. Belluominl di p. z-138, con 42 ine. 2 — 

— oedi anche Cubatura - Modellat. meccan.- Operaio. 
Fanciulli deficienti (idioti, imbecilli, tardivi, ecc.) o. Ortofr. 
Farmacista (Manuale deij, dei ii'ror. P. K Albssandri, 

2^ ediz. interamente rifatta e aumentata e corredata 
di tutti i nuovi medicamenti in uso nella terapeutica, 
loro proprietà, caratteri, alterazioni, falsificazioni, usi 
dosi, ecc., di pag. xvi-781. con 142 tav. e 82 incisioni. 6 50 

— oedi anche Analisi volumetrica — Chimico — Impiego 
ipodermico — Infezione — Materia medica — Me- 
dicatura antisettica. 

Farfalle. — oedi Lepidotteri. 

Ferro. — vedi Fonditore — Galvanostegia — Ingegnere 
civile — Ingegnere navale — Leghe metalliche — Mec- 
canismi (600) — Metallo — Metallocromia — Montatore 
di macchine — Operaio — Peso dei metalli — Resi- 
stenza materiali — Siderurgia — Tempera — Torni- 
tore meccanico — Travi metall. 

Ferrovie. — cedi Codice doganale — Curve — Ingegneria 
legale — Macchi n. e fuochista. — Trasporti e tariffe. 

Fiiateila. — oedi Dizionario filatelico. 

Filatura. Manuale di iilatura, tessitura e lavorazione 
meccanica delle fibre tessili, di E. (^bothe, traduzione 
sull'ultima edizione tedesca, di p. vm-414 con 105 ine. 5 — 

— cedi anche Coltivazione delle piante tessili — Piante 
industriali — Tessitore. 

Filatura della seta, di G. Pasquàlis. (In lavoro). 

Filologia classica, fpreea e latina, del Prot. Y. 
Inama, di pag. zii-195 1 50 

Filonauta* Quadro generale di navigazione da diporto 
e consigli ai principianti, con un Vocabolario tecnico più 
in uso nel panfiliamento, del Gap. Qt, Olivabi,p.xti-2B0. 3 50 
—cedi anche Canottaggio 
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Hlotolla. ~ oedi Estetica — Filosofia morale— Logica " 

— Psicologia — Psicologia fisiologica. 

Fllosofla morale, del Prot. L. Friso, di pag. zyi-336. 3 ~ 

Filossera. — oedi Malattia della vite. 

Hlugello. — oedi Bachi da seta. 

nnanze. — oedi Computisteria finanziaria — Contabilitéi 

di Stato — Debito pubblico — Esattore — Scienza 

delle finanze — Valori pubblici. 
Fiori artifleiali. Manuale dei fiorista, di O. Balle- 

BINI, di pa^. xyi-278, con 144 incis. e 1 tay. a 36 colori. 3 50 

— oedi anche Pomologia artificiale. 

Fiori. — oedi Floricoltura — Orticoltura — Piante e fiori. 

Fisica, del Prof. 0. Murani, con 243 incis. e 3 tavole. 
6^ ediz. completamente rifatta del Manuale di Fisica 
di Balfour Stewart, di pag. xvi-411 2 — 

— oedi anche Calore — Dinamica — Energia fisica — 
Fulmini e parafulmini — Igroscopi — Luce e colori 

— Luce e suono — Microscopio — Ottica — Roentgen 

— Spettroscopio ~ Termodinamica. 

Fisica eristall.,di W.VoiGT^trad.A.SELLA. (In lav.). 
Fisiologia, di FosTER, traduz. del ProL (à. Albini, 

3* ediz. di pag. zii-158, con 18 incisioni 1 50 

Fisiologia oomparata. — oedi Anatomia. 

Fisiologia vegetale, del Dott. Luigi Montbmabtini, 

di pagine xvi-230, con 68 incisioni 1 50 

— oedi anche Anatomia vegetale. 
Floricoltura (Manuale di), di C. M. Fratelli Roda, 

^ ediz. riveduta da G. Roda, di oae. viii-256. con 87 ine. 2 — 

— oedi anche Botanica — Fiori artificiali — Orticoltura 

— Piante e fiori — Ricettario domestico. 
Florilegio poetico greco, del Prot. V. Inama. (In lav.). 
Flotte moderne (Le) 1896-1900, di E. Bucci di San- 

TAFiORA. Conipleniento del Manuale del Marino, del 

C. De Amezaga, di pag. iv-204 5 — 

— oedi Nautica. 

Fognatura cittadina, deiring. D. Spataro, di pa- 
gme x-684, con 220 figure e 1 tavola in litografia . , 7 — 

Foratura domestica, dell'ing. A. Cerutti, di pa- 
gine viii-421. con 200 incisioni 4 — 

Fonditore in tutti i metalli (Manuale del), di G. 
Belluomini. 2* ediz., di nae. viii-150. con 41 incis. 2 — 

— oedi anche Leghe metalliche — Montatore di mac- 
chine. — Operaio — Siderurgia. 

Fonologia italiana, di L. Stoppato, pag. yiii-102 1 50 
Fonologia latina, del Prot. S. Consoli, di pag. 208. 1 50 
Foreste. — oedi Ingegneria legale — Selvicoltura. 
Formaggio. — oedi Caseificio — Latte, burro e cacio. 
Formularlo scolastico di matematica elemen- 
tare (aritmetica, algebra, geometria, trigonometria), 
di M. A. RossoTTi, di pag. xvi-192 1 50 
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Fotooaiohi. — cedi Arti grafiche — Chimica fotografica 
— Fotografìa industriale ~ Processi fotomeccanici. 
Fotooollogralla. — cedi Processi fotomeccanici. 

Fotoeromatografla (La), del Dott. Li. {Sassi, di pa- 
gine xxi-188, con 19 incisioni 3 — 

Fotografia ed arti affini. — cedi Arti grafiche — Chimica 
fotografica — Dizionario fotografico — Fotocroma- 
tografia — Fotografia industriale — Fotografìa orto- 
cromatica — Fotografia pei dilettanti— («otosmalto- 
grafìa — Litografia — Proiezioni — Ricettario fotogr. 

Fotoerafla Industriale (La), totocalutii economici 
per le riproduzioni di disegni, piani, carte, musica, 
negative fotografiche, ecc., del Dott. Luiai Gioppi, di 
pag. viii-206, con 12 incisioni e 5 tavole fuori testo. 2 50 

Fotogr a™ ni^tria, Fototopografia praticata in Italia 
e applicazione della fotogrammetria all'idrografia, del- 
l'iug. P. Paganini, di pag. xvi-288, con 56 fig. e 4 tavole. 3 50 

Fotografia ortocromatlea, del Dott. U. Bonacinì, 
di pag. xvi-277 con incisioni e 5 tavole 3 50 

Fotografia pel dilettanti. (Come il sole dipinge), 
di G. MuFFONS, 4^ edizione rifatta ed ampliata di pa- 
gine xviii-362, con 93 incisioni e 10 tavole .... 3 — 

Fotolitografla. — aedi Arti grafiche — Processi fotomecc. 

Fotosmaltografla (La), applicata alla decorazione 
industriale delle ceramiche e dei vetri, di A. Mon- 
tagna, di p. viii-2(X), 16 incisioni nel testo . . . .2 — 

Fototipografia. — oedi Arti grafiche — Processi fotomecc. 

Fragole. — oedi Frutta minori. 

Francobolli. — pedi Dizionario filatelico. 

Fraseologia fì*ancese-ltallana, di E. Barosohi 
SoRESiNi, di pag. viii-262 2 50 

Fraseologia itallana-tedesca. — oedi Conversazione — Dot- 
trina popolare. 

Frenastenìa. — oedi Ortofrenia. 

Frumento e mais, dei Prot. G. Cantoni, di pag. yi-168, 
con 13 incisioni • . 2 — 

Frutta minori. Fragole, poponi, ribes, uva spina e 
lamponi, del Prof. A. Pucci, di pag. viii-192, 96 ine. 2 50 

Frutta fermentate. — oedi Distillazione. 

Frutticoltura^ del Prot. Uott. D. Tamaro, 3»ediz., 
di pag. xviii-219, con 81 inojsioni. 2 — 

— oedt anche Agrumi — Olivo — Prodotti agricoli 
del tropico — Uve da tavola — Viticoltura. 

Frutti artificiali. ~ oedi Pomologia artificiale. 

Fulmini e parafulmini, dei Dott. Prot. E. Cane- 
strini, di pati, viii-166, con 6 incisioni 2 — 

FunfE^hl manKereeel e ftans;hl velenosi» del Dott. 
F. Cavara, di pag. xvi-192, con 43 tav. e 11 incisioni. 4 50 

— oedi anche Tartufi e funghi. 
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Funzioni anal. (Teoria geii. deìle) di G. ViVANTi(in lav.). 
FiuuEionl ellittiche, del Frot. K. Fasoàl, di pafi:.240 1 50 

— oedi anche Calcolo infinitesimale — Esercizi di cal- 
colo — Repertorio di matematiche. 

Fuochista. — cedi Macchinista e fuochista. 

Fuochi artificiali. — vedi Esplodenti — Pirotecnia. 

Qalllnacei. — cedi Animali da cortile — Pollicoltura. 

Galvanizzazione» pulitura e verniciatura dei 
metalli e galvanoplastica in generale. Ma- 
nuale pratico per l' industriale e roperaio riguardante 
la nichelatura, ramatura, ottonatura, doratura, argen- 
tatura, stagnatura, zincatura, acciaiatura, ancimonia- 
tura, cobaltatura, ossidatura, galvanoplastica in rame, 
argento, oro, ecc., in tutte le varie applicazioni pra- 
ticne, di F. Werth. Di p. xvi-324, con 153 incis. . . 3 50 

Galvanoplastica, ed altre applicazioni deirelettroiisì. 
Galvanostegia, Elettrometallurgia, Affinatura dei me- 
talli, Preparazione dell'alluminio, Sbianchimento della 
carta e delle stoffe, Risanamento delle acque. Concia 
elettrica delle pelli, ecc. del Prof. K Ferrini, 3* edi- 
zione, completamente ritatta. di p. xii-417. con 45 ine. 4 — 

Galvanostegia, dell'ing. I. Ghersi. Nichelatura, ar- 
gentatura, (foratura, ramatura, metallizzazione, ecc., 
di pagr. xii-324, con 4 incisioni 3 50 

Gaz illuminante (Industria del), di Y. Calza vara, 
di pag. xxxii-672, con 375 incisioni e 216 tabelle . . 7 50 

— cedi anche Acetilene — Incandescenza. 
Ctolslcoltura, del Prot. D. Tamaro, di p. xvi-175 e 22 ine. 2 — 

— cedi anche Bachi da seta. 

Geodesia. — oedi Celeriniensura — Compensazione degli 
errori — Curve — Disegno topografico — Geome- 
tria prat. — Prospett. — Telemetria — Triangolaz. 

Geografia, di G. (ì^rovb, traduzione del Prot. ià, (dhAL- 
LETTi, 2* ediz. riveduta di pap. xii-160, con 26 incis. 1 50 

Geografia. — cedi Alpi — Antropologia — Atlante geo- 
grafico storico d'Italia — Atlante geograf. universale 
— Cartografia — Climatologia — Cosmografia — Di- 
zionario alpino — Dizionario geografico — Esercizi 
geografici — Etnografia — Mare — Naturalista viag- 
giatore — Prealpi oergamasche — Vulcanismo. 

Geografia classica, di H. F. Tozer, traduzione e 
note del Prof. I. Gentile, 5* ediz., di pag. it-168 . 1 50 

CfeosTttfia commerciale economica. Europa , 
Asia^ Ocean,, Afr., Amer., di P. Lanzoni, p. viii-344 . 3 — 

Cacografia fisica, di A. Geikie, traduzione di A. Stop- 
pani, 3* ediz., di pag. iv-132, con 20 incisioni ... 1 50 

ecologia, di A. Geikie, traduzione di A. Stoppani, 
quarta edizione, riveduta suU' ultima ediz. inglese da 
G. Mercalli, di pag. xii-176, con 47 incisioni ... 1 50 
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— oedì ancfie Haleoetnoiogia. 

Geometria analitica dello spazio, del Prot F. 

Abohdebi, di pag. yi-196, con 11 incisioni 1 50 

Geometria analitica del piano, del Proi. F. 

AscHiE&i, di pag. vi-li^, con 12 incisioni 1 50 

Geometria descrittlTa, del Prot F. Asghie&i, di 

pag. vi-222, con 103 incisioni, 2* edizione rifatta . . 1 50 
Geometria elementare. — oedi Geometria pura — Problemi 

di Geometria elementare. 
Geometria e trigonometria della sfera, del 

Prof. 0. Alasia, di pag. viii-206, con 34 incisioni. . 1 50 
Geometria metrica o trigonometrica, del Pro£ 

S. PiNCHBBLB, 5^ edizione, di pag. iy-158, con 47 ine. 1 50 

— oedi anche Esercizio. 

Geometria pratica, dell'Ing. Prof. G. Erede, 3^ edi- 
zione riveduta ed aumentata di pag. xn-258, con 134 ine. 2 — 

— oedi anche Celerimensura — Disegno assonometrico 

— Disegno geometrico — Disegno topografico — Geo- 
desia — Metodi facili per risolvere i problemi — Pro- 
spettiva — Regolo calcolatore — Statica — Stereo- 
metria — Triangolazioni. 

Geometria proiettiva del piano e della stella, 
del Prot. F. Asohibri, 2* ediz., di p. vi-228, con 86 ine. 1 50 

Geometria proiettiva dello spazio, del Proi. F. 
AscHiEBi, 2^ ediz. rifatta, di pag. yi-264, con 16 inds. 1 50 

Geometria pura elementare, del Prot. S. Pm- 
OHBRLB, 5* ediz. con l'aggiunta delle figure sferiche, 
di pa^. viii-176, con 121 incisioni , . . 1 50 

— oedi anche Esercizi di geometria — Formulario sco- 
lastico di matematica — Metodi facili ecc. 

Giardino (II) infantile, del Prot. P. Conti, di pa- 
gine iv-214, con 27 tavole 3 — 

Ginnastica (Storia della), di F. Valletti, di p. yin-184. 1 60 

Ginnastica femminile, di F. Valletti, di pagine 
vi-112, con 67 illustrazioni .2 — 

Ginnastica maschile (Manuale di), per cura del 
Oomm. J. Geua, di pag. viii-108, con 216 incisioni . 3 — 

— oedi anche Giuochi ginnastici. 

Gioielleria, oreficeria, oro, argento e platino, 
di E. Boselli, di pag. 336, con 125 incisioni . . . 4 — 

— oedi anche Metalli preziosi — Pietre preziose. 
Giuochi. — oedi Biliardo — Enigmatica — Scacchi. 
Giuochi ginnastici per la gioventù delle 

scuole e del popolo, raccolti e descritti, di F. 
(3^ABRiELLi, di pag. xx-218, con 24 tavole illustratiye. 2 50 

— oedi anche Ballo — Giardino infantile — Ginnastica 

— Lawn-Tennis — Pugilato — Scherma. 
Glottologia, dftì Pr. (^. Dw Q^RKOORio.di pae. xxxn-818. 8 — 

— oedi anche Letterature diverse — Lingua gotica — 
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Lingue diverse — Lingue neolatine — Sanscrito. '* 

Onomonicft ossia l'arte di eostruire oroiosi 
solari, lezioni popolari di B. M. La Leta, di p. viii-1^, 
con 19 figure 2 — 

— cedi anche Orologeria. 

Grafologia, di 0. L*ombboso, p. y-245 e 470 iac-simili 3 50 

Chrammatiea albanese eon le poesie rare di 
Yariboba, del Prot. V. Librandi, di pae. xvi-200. 3 — 

Qrammatioa Arabo parlato in Egitto — oedi Arabo. 

Grammatica araldica. — oedi Araldica — Vocabolario arald. 

Grammatica ed esercizi pratici della lingua 
danese-norreelana con un supplemento conte- 
nente le principali espressioni tecnico-nautiche ad uso 
degli uMciali di manna che irequentano il mare del 
nord e gli stretti del Baltico, per cura del Prof. G. 
Feisoni, di pag. xx-488 4 50 

— oedi anche Letteratura Norvegiana. 
Grammatica ed esercizi pratici della lini^a 

ebraica» del Prot. I. Levi fu Isacco, di pag. 192 . 1 50 
Grammatica francese, del Prot. Gt, Pbat^ seconda 
edizione riveduta, di nag. xii-296 1 50 

— 0edi ane^e Esercizi di traduz. - Fraseol. — Letterat. 
Grammatica e dizionario della lingua dei 

Galla (oromonica), del Prot E. Viterbo. 

Voi L Galla-Italiano, di pag. vm-152 2 50 

Voi. n. Italiano-Galla, di pag. LZiy-106 2 60 

-■ oedi anche Arabo parlato — Lingue d*Afr. — Tigre. 
Qrammatioa Qotica. — oedi Lingua gotica. 
Grammatica i^eca. (Nozioni elementari di lingua 
greca), del Prof. Inama, 2* edizione di pag. zvi-206. 1 50 

— oedi anche Dialetti lett. greci — Esercizi — Letteratura 
greca — Morfologia greca — Verbi greci. 

Grammatica della lingua greca moderna, del 

Prot. R. Lo VERA, di pag. vi-154 1 50 

Grammatica inglese, del ProtL. Pavia, di p. xu-260. 1 50 

— oedi anche Letteratura inglese. 
Grammatica italiana, del Prof. T. Goncari, 2» edi- 
zione, riveduta, di pag. xvi-230 1 50 

— oedi anche Fonologia italiana — Rettorica — Ritmica 
— Stilistica. 

Grammatica latina, del Prof. L. Valmagoi, 2* edi- 
zione di pag. viii-256 1 50 

— oedi anche Esercizi latini — Fonologìa latina — 
Letteratura romana — Verbi latini. 

Grammatica della lingua olandese, di M. Mor- 
gana, di pag. viii-224 3 — 

Grammatica ed esercizi pratici della lingua 
portoghese-brasiliana, del Prof. G. Frisoni, 
di pag. xn-276 3 — 
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— eedi anche Letteratura portoghese. 
Grammatiea e voeabolario della Uns^a ru- 
mena, del Prot. K. Loyera, di pat^. viii-200 ... 1 50 

Ctrammatica r ussa, del Prof. VoiNOviOH.di pag. X'272. 3 — 

— cedi anche Vocabolario russo. 
Qrammatioa sanscrita. — cedi Sanscrito. 

Grammatica della lingua slovena. Esercizi e 

Vocabolario del Prof. Bruno Guyon (in lavoro) 
Grammatica spagnuola, del Prot. Pavia, p. xii-194. 1 50 

— cedi anche Letteratura spagnuola. 
Grammatica della lingua svedese, del Prof. B. 

Pàroli, di pag. xy-293 3 — 

Grammatica tedesca, del Prot L. Pavia, p.zym-254. 1 50 

— isedi anche Dizionario tedesco — Esercizi di tradu- 
zione — Letteratura — Traduttore tedesco. 

Qramfflatica Tigre. — cedi Tifrrè-Italiano. 

Grammatica turca osmanli, con paradig:nii, cresto- 
mazìa e glossario, di L.Bonelli, pag. viii-200, e5tav. 3 — 

Grandine. — cedi Assicurazioni. 

Granturco. — cedi Krum. e mais — industria dei molini. 

Gravitazione, spiegazione elemeuiare delle princi- 
pali periurbaziouì nel sistema solare di Sir Q. B. Aiby, 
trad. di F. Porro, con 50 incisioni, di pag. xxii-176. 1 60 

— oedi anche Astronomia. 

Grecia antica. — cedi Archeologia {Parte I) — Mitologia 

greca — Monete greche — Storia antica. ^ 
Greco. — oedi Lingua greca. 

Humus (L*). la fertilità e l'Igiene del terreni 
culturali, del Pro'. A. Casali, di pa.. zvi-220. . 2 — 

— oedi anche Chimica agraria — Concimi. 

f d aulica, di T. rKBooNi. oae:. xx^ui-iS^A 301 fig., 3 tav. 6 50 

Idrografia. — oedi Fotogrammetria. 

Idroterapia di G. Libelli, di p. iv-238, con 30 ine. 2 — 

— oedi anche Acque miner e termali del Regno dMtalia. 
loiene. — cedi Chimica applicata— Fognatura cittadina 

— Fognatura domestica — Immunita — Infezione, 
disinrezione e disinfettanti —Ingegneria legale — Mer 
dicdtura antisettica — Hicettario doraest — Terapia 
malattie infanzia — Tisici e sanatori — Zoonosi. 

Igiene della Bocca e dei Denti, ìiozionì elemen- 
tari di 0(ìoiitolog:ia, del Prof. Doct. L. Coulliaux, 
di pagine xvi 300, con 23 incisioni 2 50 

Igiene del lavoro, di Trambdsti a. e òanajìELLi, 
di pa. ine viii-362. con 70 incisioni 2 50 

Igiene della pelle, di A. Bellini, p- xvi-240, 7 inci. 2 — 

Igiene privata e medicina popolare ad uso delle ta- 
mii^lie, di C. Bock, 2* edizione italiana curata dal 
Dott. Giov. Galli, di pag. xvi-272 2 50 

''^ene rurale, di A. Oabraaoli, di pagine z-470. 3 — 
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igiene fieolastica, di A. Repossi, 2* edizM di p. iy-246. 2 — 
Igiene veterinaria, del Dote. U. Barpi, di p. viii-228. 2 — 

— cedi anche Bestiame — Cane — Cavallo — Immunità. 
e resistenza — Majale — Zootecnia — Zoonosi. 

Igiene della vista sotto fi rispetto scoiastleo» 
del Dott. A. LoMONACO, di pag. xti-272 2 50 

Igiene della vita pubblica e privata, del Dott. 
Qt, Faballi, di pag. xn-260 2 60 

Igroseopi, Igrometri, umidità atmosferica, del 
Prot P. Cantoni, di pag. xii-146, con 24 ine. e 7 tab. 1 50 

— cedi anche Climatologia — Meteorologia. 

liluminazlone. — Dedi Acetilene — Gaz lllum. — Incandesc. 

Illuminazione elettrica (Iui|)ianti di), Manuale pra- 
tico delllng. 1£. PiAZZOLi, 5* ediz. interamente ritatta, 
(9-10 mijjliaiò) 3eguita da un'appendice contenente la le- 
gislazione Italiana relativa a^li impianti elett. e le pre- 
scrizioni di sicurezza, del Verband deutscher Elettro- 
techniker di p. 606 con 264 ine. 90 tab. e2tav. . . 6 50 

— cedi anche Elettricista — Elettricità. 
Imbalsamatore. — cedi Naturalista preparatore — Natu- 
ralista viaggiatore — Zoologia. 

Imenotteri , Nenrotterl , Pseudoneurotteri , 
Ortotteri e Rincotl italiani, del Dott. A. Gbif- 
FINI (Entomologia IV), p. xvi-687, con 243 ine. (voi. trip.). 4 50 

— o, anche Coleotteri — Ditteri — Insetti — Lepidotteri. 
Imitazione di €^isto (Della). Libri quattro di Gio. 

Gebsenio; volgarizzamento di Cesare Guasti, con 
proemio e note di G. M. Zampini di pag. lvi-396. . 3 50 
Immunità e resistenza alle malattie, di B. 
Galli Valerio, di pag. viii-218 1 50 

— eedi anc/i6 Igiene veterinaria — Zootecnia — Zoonosi. 
Impiego ipodermico e la dosatura del rimedi. 

Man. di terapeutica del Dott. G. Malacrida, di p. 305. 3 — 
Imposte dirette (Riscossione delle), dell' Avv. E. 
Bruni, di pae. vm-158 1 60 

— vedi anche Esattore comunale — Catasto — Proprie- 
tario di case — Ipoteche — Ricchezza mobile. 

Incandescenza a gaz. (Fabbricaz. delle reticelle) di 
Castellani L.. di pag. x-140. con 33 incisioni . . . 2 — 

Inchiostri. — cedi Ricettario industriale — Vernici, ecc. 

Inoisionl. — cedi Amatore d'oggetti d'arte e di curiosità. 

Indaco. — cedi Prodotti agricoli. 

Indovinelli. — cedi Enimmistica. 

industria della carta, dell' Int;. L. Sartori, dì 
pag. vii-326, con 106 incisioni e 1 tavola 6 50 

Industria (L') dei molini e la macinazione del 
fì*umento, di 0. Siber-Millot di pag. xx-259, con 
103 incisioni nel testo e 3 tavole ,5 — 

— cedi anche Frumento — Panificazione. 
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Induttrla del gai. — vedi Gaz illuminante — Incandesc. 

Industria (L') Saponiera, con alcuni cenni sull'in- 

dustrìa della soda e della potassa. Materia prima e 

fabbricazione in generale. Guida pratica dell'Ingegnere 

B. Marazza. di pas'. yn-410, con 111 fig. e molte tab. 6 ^• 

— pedi anche Profumiere. 

Industria della seta, del FroL L. Gabba, 2* edi- 
zione, di pag. iy-206 2 — 

— p. anche Bachi da seta — Gelsicolt. — Tintura d. seta. 
Industria (L') stearica. Manuale pratico dell'Ing. 

E. Marazza, di p. xi-283, con 76 ine. e con molte tab. 5 — 
Industria dello zucchero : 

I. Coltivazione della barbabietola da zucchero^ del- 

l'Ing. B. R. Dbbarbieri, di pag. xvi-220,con 18 ine. 2 50 

II. GommerciOt importanza economica e legislazione 

doganale^ di L. Fontana-Russo, di pag. xii-244. 2 50 
ni. Fabbricazione dello zticchero, dell'In g. A. Tac- 
ca ni (in lavoro). 

Industrie (Piccole). Scuole e Musei industriali — In- 
dustrie agricole e rurali — Industrie manifatturiere 
ed artistiche, dell'Ing. I. Ghersi, 2* edizione comple- 
tamente rifatta del Manuale delle Piccole indvLsìrie 
del Prof. A. Errerà, di pag. xii-372 3 50 

Infermiere. — oedf Assistenza degli infermi — Soccorsi 
d'urgenza — Tisici e sanatorn. 

Infanzia. — cedi Terapia delle malattie deir. — Giardino 
infantile — Nutrizione— Ortofrenia — Sordomuto. 

Infezione, disinfezione e disinfettanti, del Dott. 
Prof. P. E. Alessandri, di pag. viii-190, con 7 ine. 2 — 

Infortunii sul lavoro. — Vedi Legge sttgli, 

Infortunii della montagna (Gli). Manuale pratico 
ad uso degli Alpinisti, delle Guide e dei portatori, del 
Dott. 0. Bernhard, tradnz.'con aggiunte del Dott. R, 
CuRTi, di pag. xviii-60, con 55 tav. e 175 ^g, dimostr. 3 50 

Ingegnere agronomo. — o. Agron. — Prontuario deiragric. 

Ingegnere eivile. Manuale dell'Ingegnere civile e 
industriale, del Prof. G. Colombo, 18* ediz. modificata 
e aument. (46«, 47<» e 48o raigl.) con 212 fig. pag. xiv-416 5 50 
H medosiipo tradotto in frannevse da H. Marcillao. 6 60 

— cedi anche Architettura — Calci e cementi — Co- 
struzioni — Cubatura di legnami — Disegno — Fab- 
bricati civili — Fognatura — Lavori in terra — Mo- 
menti resìstenti — Peso dei metalli — Regolo calco- 
latore — Resistenza dei materiali. ^ 

Ingegnere navale. Prontuario di A. Cignoni, di 
pag. xxxii-292. con 36 figure. Legato ìtì optUe ... 5 50 

— cedi anche Attrezz. — Canott. — Costr. navale — 
Filonauta — Flotte moderne — Macch. navale — Ma- 
-ine da guerra — Marino — Montatore di macchine* 
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luf^emerÌA legale per tecnici e giuristi (Ma- 
nuale di), dell'Avv. A. Lion. Commento ed illustraz. 
con la più recente g:ìurisprudenza: Responsabilità - 
Perizia - Servitù - Piani regolatori e di ampliamento 
-Legge di sanità - Regolamenti d'igiene ed edilizii - 
Espropriazione - Miniere - Foreste - Catasto - Privativa 
industriale - Acque - Strade - Ferrovie - Tramvay - Bo- 
nifiche-Telefoni -Appalti - Riparazioni - Cimiteri - 
Derivazioni di acq^ue pubbliche - Monumenti d'arte e 
d'antichità, ecc., di pag. viii-552 5 50 

■■•etti. — cedi Animali parassiti — Apicoltura — Bachi 

— Coleotteri — Ditteri — Imenotteri — Lepidotteri. 
Insetti nociYit del Prof. F. Fbangeschini, di pa- 
gine vm-264, con 96 incisioni 2 — 

Insetti utili, del Prof. F. Fbancbschini, di pag. xii-160, 
con 43 incisioni e 1 tavola 2 — 

Interesse e sconto, del Prof. E. GAeLiARDi, 2> ediz. 
rifatta ed aumentata, di nadne viii-196 ..... 2 •— 

— cedi anche Prontuario di valutazioni. 
Inumazioni. — cedi Morte vera. 

Invertebrati. — oedi Coleotteri — Ditteri — Insetti — Le- 
pidotteri — Zoologia. 
Ipnotismo. — oedi Magnetismo — Spiritismo — Telepatia. 
Ipoteciie (Man. per le), di A. Rarrkno, di pag. zvi-247 1 50 

— oedi anche Catasto — Imposte dirette — Proprietario 
di case — Ricchezza mobile. 

Ittiologia Italiana , del Dott. A. Griffini, * con 

molte incisioni. (In lavoro). 
Lacche. — oedi Vernici, ecc. 
Latino. — oedi Lingua latina 
Inatte, burro e cacio. Chimica analitica applicata 

al caseificio, del Prof. Sartori, di pag. x-162, con 24 ine. 2 — • 

— oedi anche Caseificio. 

Lavori femminili. — oedi Confezione d*abiti per signora e 
l'arte del taglio — Disegno, taglio e confezioni di 
biancheria — Macchine da cucire e da ricamare — 
Monogrammi — Ornatista — Piccole industrie. 

Lavori pubblici. — -e ai I^eggi sui lavori pubblici. 

Lavori in terra (Manuale di), dell'Ing. B. Leoni, di 
pag. xi-805, con 38 incisioni 3 — 

Lawn-Tennis, di Y. Baddelet, prima traduzione 
italiana con note e aggiunte del traduttore, di pa- 
gine xxx-206, con 13 illustrazioni 2 50 

— oedi anche Ballo — Ginnastica — Giuochi ginnastici 

— Pugilato — Scherma. 

Legge (La nuova) comunale e provinciale, anno- 
tata di E. Mazzocoolo, 4* ediz., interam. rifatta con 
l'aggiunta del regolamento e di 2 indici di pag. xii-820. 7 50 
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l^egge sui lavori pubblici e regolamenti» di 

L. Fbancjhi, di pag. iv-110-cxlviii 1 50 

Legge sull'ordinamento giudiziario» dell' ayy. 

L. Franchi, di pag. iv-92-cxxvi 1 50 

Leggi per gli infortunii sul lavoro, dellavvocato 

A. Salvatore, di pajr. 312 .... , 3 — 

Leggi sulla proprietà letteraria, di L. Franchi. 

(Ili lavoro). 
Leggi sulla sanità e sicurezza pubblica, di 

L. Franchi, di pag. iv-108-xcii 1 50 

— eedi anche Ingegneria legale. 

Leggi sulle Tasse di Registro e Bollo, con ap- 
pendice, del Prof. L. Franchi, di pag. iv-124-Cii ... 1 50 

Leggi usuali d'Italia. — oedi Codici e leggi- 

Leglie metalliche ed amalgame, alluminio, ni- 
cnelio, metalli preziosi e imitazioni, bronzo, ottone, 
monete e medaglie, saldature, dell' Ing. I. Ghbrsi, 
di pag. xvi-431, con 15 incisioni 4 — 

Legislazione mortuaria. ~ oedi Morte. 

Legislazione rurale, secondo il progr. governativo 
per gli Istituti Tecnici, dell' Avv. E. Bruni, di pag. xi-423. 3 — 

Legnami. — oedi Cubatura dei legnami — Falegname. 

Lepidotteri italiani, dei Dott. A. Griffini (Ento- 
mologia II), di pag. xin-248, con 149 incisioni ... 1 50 

— oedi anche Animali parassiti — Coleotteri — Ditteri 

— Imenotteri — Insetti 

Letteratura albanese (Manuale di), del Proi A. 

Straticò, di pag. xxiv-280 3 — 

Letteratura americana, di G.Strafforbllo,p. 158. 1 50 
Letteratura assira, del Dott. B. Teloni. (In lav.). 
Letteratura danese. — oedi Letteratura norvegiana. 
Letteratura drammatica, di 0. Levi di pag. xii-339 3 — 
Letteratura ebraica, di A. Revbl, 2 voi., di p. 364. 3 — 
Letteratura egiziana, di L. Brigiuti. (In lavoro). 
Letteratura francese, del Proi. E. Marcillao, 

traduzione di A. Paganini, 3* ediz., di pag. vin-198. 1 50 

— oedi anche Grammatica francese — Esercizi per la 
grammatica francese. 

Letteratura greca, di V. Inama, 13* ediz., riveduta 

(dal 51<» al 55° migliaio) di pag. vni-236 e una tavola 1 50 

— oedi anche Dialetti letterari greci — Esercizi greci 

— Filologia classica - Florilegio greco — Glotto- 

— logia — Grammatica greca — Morfologia greca 

— Verbi greci. 

Letteratura indiana, A. De Gubkrnatis, p. vra-159 1 50 
i^etteratura inglese, di E. Solazzi, 2* ed., p. vm-lM 1 50 

— oedi ancne Grammatica inglese. 

etteratura italiana, del Prot 0. Fenini, dalle ori- 
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ffini al 1748. 5* ediz., completamente rifatta dal Prof. 

V. Ferrari, di p. xvi-292 1 50 

— cedi anche Fonologia italiana —Morfologia italiana. 
lietteratnra italiana moderna (1748-1870). Ag:- 

giunti 2 quadri sinoctici della Letteratura contempo- 
ranea (1870-1901), del Prof. V. Ferrari, di pag. 290. 1 50 

lietteratura italiana moderna e contempo- 
ranea del Prof. V. Ferrari di pag-. viii-406 . . . 3 — 

Letteratura latina. ~ oedi Esercizi latini — Filologia clas- 
sica — Fonologia latina — Grammatica latina — Let- 
teratura romana — Verbi latini. 

Lietteratura norvegiana, del Prof. S. Consoli, di 
pag. xvi-272 1 50 

— oedi anche Grammatica Danese-Norvegiana. 
Letteratura persiana, del Prof. I. Pizzi, pag. x-208. 1 50 
Letteratura provenzale) del Prof. A. Rbstobi, di 

pag. x-220 1 50 

Letteratura romana, del Prof. F. Ramobino, 5^ ediz. 

riveduta (dal 17o al 22*» migliaio), di pag. viii-344. . 1 50 
Letteratura spaf^nuola e portogiiese. del Prof. 

L. Oappkllktti, 2* ediz. rifatta dal Prot. E. Gorra. 

(In lavoro). 

— oedi anche Gramm. spagnuola — Gramm. portoghese. 
Letteratura tedesca, del Prof. 0. Lanqb, 3^ ediz. 

rifatta dal Prof. Minutti, di pag. xvi-188 .... 1 50 

— oedi anche Dizionario tedesco — Esercizi tedeschi — 
Grammatica tedesca — Traduttore tedesco. 

lietteratura ungherese, del Dott. Zioànt ArpId, 

di pag. xn-295 1 50 

Letterature slave, del Prot. D. Ciàmpoli, 2 volumi : 

I. Bulgari, Serbo- Croati, Yugo-Russi, di pag. iv-144. 1 50 
n. Rusrì. Polacchi, Boemi, di pag. iv-142 .... 1 50 
Lexicon Abbrevlaturariim quae in lapidibus, co- 
dicibus et chartis praesertiiii Medii-Aevi occurrunt. 

— oedi Dizionario di abbreviature. 

Libri e biblioteconomia. — oedi Bibliografìa — Bibliotecario 

— Dizionario bibliografico — Dizionario di abbre- 
viature latine — Epigrafìa latina — Paleografìa — Rac- 
coglitore d'autogran — Tipografìa. 

Limoni. — oedi Agrumi. 

Ungua araba. — oedi Arabo parlato — Dizionario eritreo 

— Grammatica Galla — Lingue dell'Africa — Tigre. 
Lingua gotica, grammatica, esercizi, testi, vocabolario 

comparato con ispecial riguardo al tedesco, inglese, 

latino e greco, del Prof. S. Fribdmann, di pa;>. xvi-333. 3 
Lingua greca. — oedi Esercizi — Filologia — Florilegio — 

Grammat. — Letter. — Morfologia — Dialetti — verbi. 
Lingue dell'Africa, di R. Cust, versione italiana 

del Prof. A. Db Gubkrnatis, di pag. iv-110 .... 1 50 
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Lingua latina. — oedi Dizionario di abbreviature latine 

— {epigrafia — Esercizi — Filologia classica — Fo- 
nolog. — Grammat — Letterat. — Metrica — Verbi. 

Lingue germanioiie. — C6<ie Grammatica danese-norvegiana, 

inglese, olandese, tedesca, svedese. 
Lingua Turca Osmanii. — oedi Grammatica. 

Lingue neo-latine» del Dott. JS. Gobra, di pag. 147. 1 60 

— cedi anche Filologia classica — Glottologia — Gram. 
portoghese, spagnuola, rumena, italiana, francese. 

Lingue straniere (Studio delle), di 0. Marcbl, ossia 
l'Arte di pensare in una lingua straniera, tradusàone 
del Proi Damiani, di pag. zyi-136 1 60 

Liquorista, di A. Rossi, con 1270 ricette pratiche. 
Materiale, Materie prime, Manipolazioni, Tinture, Es- 
senze naturali ed artificiali. Fabbricazione dei liquori 
per macerazione, digestione, distillazione, con essenze, 
tinture, ecc., Liquori speciali^ Vini aromatizzati, di 
pag. xxxii-560. con 19 incisioni nel testo . . . . \ 5 — 

— oedi anche Alcool — Cognac. 

Litografia, di 0. Dotbn, di pag. ym-261, con 8 tavole 
e 40 figure di attrezzi, ecc., occorrenti al litografo. . 4 — 

— oedi anche Arti grafiche — Fotografia — Processi 
fotomeccanici. 

Liuto. — oedi Chitarra — Mandolinista — Str. ad arco. 
Logaritmi (Tavole di), con ó decimali, di 0. MIìllbb, 

6^ ediz., aumentata del le tavole dei logaritmi d'addizione 

e sottrazione per cura di M. Raina, di pag. xxxvi' 191. 

(11, 12 e 13<» migliaio) 150 

Logiea, di W. Stanley Jkvons, traduz. del Pro£ 0. 

Cantoni, 5* ediz., di pag. viii-166, con 15 incisioni . 1 50 
Logica matematica, del Prof. C. Bubali-Fobti, di 

pae:. vi-158 1 50 

Logismografia, di C. Chiesa. 3« ediz.. di pag. xiv-172. 1 50 

— oedi anche Computisteria — Contabilità —Ragioneria. 
Logogrifi. — oedi Enimmistica. 

Lotta. — oedi Pugilato. 

I^nce e colori, dei Prof. G^. Bbllotti, di pag. x-157, 
con 24 indsion e 1 tavola 1 50 

— oedi anche Colori e la pittura. 

Lnce e suono, di E. Jones, traduzione di U. Fobnabi, 
di pag. viii-336, con 121 incisioni 8 — 

Macciiine. — oedi Costruttore macchine a- vapore — Di- 
segnatore meccanico — Disegno industr. — Doveri 
dei macchinista — Il meccanico — Ingegnere civile 

— Ingegnere navale — Leghe metalliche — Macchi- 
nista e fuochista — Macchinista navale — Meccanica 

— Meccanismi (500) — Modellatore meccan. — Mon- 
'atore (II) di macchine —Operaio — Tornitore meoc. 
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M aeehine avicole, del conte A. Obnoelli-Psbti, 
di pag. Ym-^6, con 68 incisioni 3 — 

Macchine per cucire e ricamare, dell'Ing. Al- 
FBEDO G^ALASSiNi, di pag. ▼II-2B0, con 100 incisioni . 2 50 

Macchinista e fuochista, del Prot. G^. Gautbro, 
8* ediz.con Appendice sulle Locomobili e le Locomotive 
dell' Ing. ProL L. Loria, e col Regolamento sulle 
Caldaie a vapore, di pat^. xx-194, con 34 incis. ... 2 — 

Macchinista navale (Manuale del), di M. LieNAROLO, 
2^ edizione rifatta, di pag. xxiv-602, con 344 incisioni. 7 60 

— oedt anche Costruttore navale — Doveri del mac- 
chin. nav. — Ingeprn. nav. — Montatore di macchine. 

Maoinazione. — cedi Industria dei molìni — Panificazione. 

Magnetismo ed elettricità, dei Doct. (à. Poloni, 
3» ediz. curata dal Prof. F. Cifrassi, (in lavoro). 

MapDietlsmo ed Ipnotismo, del Prof. Gt, Bel- 
fiore, di pag. viTi-378 . 3 60 

— i^edi anche Spiritismo — Telepatia. 

Maiale (II). Razze, metodi di riproduzione, di alleva- 
mento, ingrassamento, commercio, salumeria, patologa 
suina e terapeutica, tecnica operatoria, tossicologia^ 
dizionario suino-tecnico, del Prot E. Marchi, 2* ediz., 
di pag. xz-736, con 190 incisioni e una Carta ... 6 60 

Maioliche. — vedi Amatore — Ricettario domestico. 

Mais. — cedi Frumento e mais — Indus. molini — Panif. 

Malattie. — oedi Animali parassiti — Assistenza infermi 
— Igiene — Immunità — Zoonosi. 

Malattie crittogamiche delle piante erbacee 
coltivate, del Dott. R. Wolf, traduz. con note ed ag- 
giunte del Dott. P. Bacoarini, di pag. x-268, con 50 ine. 2 — 

Malattie dell'infanzia. — aedi Terapia. 

Malattie della pelle. — cedi Igiene. 

Malattie ed alterazioni del vini, del Prof. S. Oet- 
TOLiNi, di pag. xi-188, con 13 incisioni 3 — 

Malattie mentali. — oedi Assist, dei pazzi — Psichiatria. 

Malattie della vite con speciale riguardo alla filos- 
sera ed alla peronospora, del D/ V. Peglioni (in lav.). 

Mammiferi. ~ oedi Zoologia. 

Mandarini. — oedi Agrumi. 

Mandato commerciale, di E. ViDARi,di pag. vi-160. 1 60 

Mandolinista (Manuale del), di A. Pisani, di pa- 
gine xx-140, con 13 figure, 3' tavole e 39 esempi . .2 — 

— oedi anche Chitarra. 
Manicomio. — oedi Psichiatria. 

Manzoni Alessandro* Cenni biografici, di L. Bel- 

TBAMi, di pag. 196, con 9 autografi e 68 incisioni . . 1 60 
Marche di Fabbrica — oedi Leggi sulla proprietà. 
Mare (II), V. Bellio, p. iv-140. con o tav. litogr. a col. 1 60 

— cedi anche Atlante — Geografia. 
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Marina. — cedi Attrezzatura — Canottaggio — Codice — 

— Costruttore navale — Doveri del macchinista — 

— Filonauta — flotte moderne — Ingegnere navale 

— Macchin. navale — Marine da guerra — Marino. 
Marine (Le) da cuerra del mondo al 1897, di 

L. D'Adda, di pag. xyi-320, con 77 illustrazioni . . 4 60 

Marino (Manuale del) militare e mercantile, del 

Con tr' ammiraglio De Amezàgà, con 18 xilografie, 2^ 

edizione, non appendice di Bucci di Santafiora. 5 — 
-— cedi Nautica. 

Marmista (Manuale del), di A. Rioci, 2^ edizione, di 
pag. xii-154, con 47 inoisioni . . 2 — 

Massaggio del Dott. K. Majnoni, di pag. xii-179con 
51 incisioni 2 — 

Mastici. — cedi Ricettario industriale — Vernici, ecc. 

Matematica elementare — oedi Economia matematica — 
Formulario di matematica elementare. 

Matematiche superiori. — eedt Calcolo — Economia ma- 
tematica — Funzioni ellittiche — Repertorio di ma- 
tematiche superiori. 

Materia medica moderna (Manuale di), del Dott. 

G. Malacrida, di pag. xi-761 7 50 

— cedi anche Farmacista — Impiego ipodermico. 
Meccanica, del Proi. R. Stawell Ball, traduz. del 

Prof. J. Bknetti, 4^ ediz., di pag:. xvi-214, con 89 ine 
(In lavoro). 

— cedi anche Automobilista — Costruttore — Dina- 
mica— Disegnatore meccanico — Disegno industriale 

— Macchinista e fuochista — Macchinista navale — 
Macchine agricole — Macchine da cucire e ricamare 

— Meccanismi (500) — Modellatore meccanico — 
Montatore (II) di macchine — Operaio — Orologeria 

— Tornitore meccanico. 

Meccanico (II), ad uso dei macchinisti, capi tecnici, 
elettricisti, disegnatori, assistenti, capi operai, con- 
duttori di caldaie a vapore, alunni di scuole indu- 
striali, di E. (d^iorli. 3* edizione ampliata di p. vii-370, 
con 2()5 incisioni 3 — 

Meccanismi (5(X)), scelti ira i più importanti e recenti 
riferentisi alla dinamica, idraulica, idrostatica, pneu- 
matica, macchine a vapore, molini, torchi, orologerìe 
ed altre diverse macchine, da H. T. Brown, tradu- 
zione dall' Ing. F. Cbrruti, 3* edizione italiana, di 

..pag. vi-176, con f)00 incisioni nel testo 2 50 

faglie. — cedi Leghe metalliche — Monete greche — 
onete romane — Numismatica — Vocabolarietto 
' numismatici. 
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Medicatura antisettica, del Dott A. Zambleb, con 
pretìEiz. del Prof. E. Trìconi, di pa^. xyi-124, con 6 ine. 1,50 

— vedi anche Farmacista — Impiego ipodermico — 
Materia medica. 

Medicina operativa, cedi Chirurgia. 

Medicina popolare. — oedi Assistenza infermi — Igiene — 
Infortuni della montagna — Ricettario domestico — 
Soccorsi urgenza — Terapia malattie infanzia. 

Medio evo. — oedi Storia. 

Memoria (L*arte della). — cedi Arte. 

Mercedi. — cedi Paga giornaliera. 

Merciologla» ad uso delle scuole e deeli agenti di 
commercio, di 0. Lux ardo, di pag. xii-452 . . , . 4 — 

— vedi anche Industrie (diverse) — Olii — Piante indu- 
striali — Piante tessili. 

Meridiane. — cedi Gnomonica. 

Metalli preziosi (oro, argento, platino, estrazione, 
fusione, assaggi, usi), di Gt. (Torini, 2* edizione di pa- 
gine 11-196, con 9 incisioni 2 ~ 

— cedi anche Leghe metalliche — Oreficeria — Sag- 
giatore. 

Metallizzazione. — cedi Galvanoplastica — Galvanostegia. 

Metallocromia. Colorazione e decorazione chimica 
ed elettrica dei metalli, bronzatura, ossidazione, pre- 
servazione e pulitura, delllng. I. Ghkrsi, di p. vin-192. 2 50 

Metallurgia. — oedi Alluminio — Fonditore — Galvano- 
plastica — Gioielleria — Leghe metalliche — Saggia- 
tore — Siderurgia — Tempera e cementazione — Tor- 
nitore. 

Meteorologia generale, del Dott. L. Db Marchi, 
di pag. vi-156, con 8 tavole colorate 1 50 

— cedi anche Climatologia — Fulmini e parafùlmini — 
Geografia fisica — Igroscopi e igrometri. 

Metodi facili per risolvere 1 problemi di geo- 
metria elementare, dell' Iiig. J. Ghersi, con 
circa 200 problemi risolti e 126 iiicis., di pag- xii-190. 1 50 

Metrica dei greci e dei romani, di L. Mùllbr, 
2* edizione italiana confrontata colia 2^ tedesca ed an- 
notata dal Uott. Giuseppe Clerico, di pag. xvi-176. 1 50 

Metrica Italiana. — cedi Ritmica e metrica italiana. 

Metrologia Universale ed il Codice Metrico 
Internazionale, coir indice alfabetico di tutti i 
pesi misure, monete, ecc. dell'Ing. A. Tacchini, p. xx-482. 6 60 

— cedi anche Codice del perito misuratore —Monete — 
Statica degli strumenti metrici — Tecnologia monet. 
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Messerìa (Manuale pratico della) e dei yarl sistemi 
della colonia parziaria in Italia, del Prof. Aw. A. Rab- 
BENO, di pag. vni-196 1 50 

MIoologia. — cedi Funghi mangerecci — Malattie critto- 

Microblologia. Perchè o come dobbiamo difenderci 
dai microbi. Malactie infettive, Disi n lezioni, Profilassi, 

del Dott. L. PizziNi di pag. viii-142 2 — 

gamiche - Tartufi e funghi. 

MIoroaoopia. — oedi Anatomia microscopica — Animali 
parassiti — Bacologia — Batteriologia — Protistolo- 
gia — Tecnica protistologica. 

Mleroseopio (11), (iuida elementare alle osservazioni 
di Microscopia, del Prof. Oamillo Acqua, di pa- 
gine xii-aae, con 81 incisioni 1 50 

MlliUria. — oedi Armi antiche — Codice cavalleresco — 
Duellante— Esplodenti — Marine da guerra — Marino 

— Scherma — Storia arte militare — Telemetria — 
Ufficiale (Manuale deir). 

Mineralogia. — oedi Arte mineraria — Cristallografia — 
Marmista — Metalli preziosi — Oreficeria — Pietre 
preziose — Siderurgia. 

AUneralogla generale, del Prof. L. Bombigoi^2* ediz. 
riveduta, di pag. xvi-190, con 183 ine. e 3 tav. cromoli- 
tografiche 1 50 

Mineralogia descrittiva, del Prof. L. Boubioci, 
2* ediz. di pag. iv-300, con 119 incis 3 — 

Miniere. — oedi Arte mineraria — Ingegneria legale. 

Misura delle botti. — oedi Enologia. 

Misure. — oedi Codice del Perito Misuratore — Metrologia 

— Monete — Strumenti metrici. 
Mltiliooltura. — oedi Ostricoltura — Piscicoltura. 
Mitologia comparata, del Prot A. Db (d^ubbrnatis, 

2* ediz. di patf. vin-150. (Esaurito). 
Mitologia greca, di A. Foresti : 

Volume I. Divinità, di pag. vin-264 1 50 

Volume n. Eroiy di pag. 188 1 50 

Mitologie orientali, di D. Bassi: 

Volume I. Mitologia babilonese-assira, di p. xvi-219. 1 50 
Volume II. Mitologia egiziana e fenicia, (In lavoro). 
Moemotecnia. — oedi Arte della memoria. 
Mobili artistici. — oedi Amatore di oggetti d'arte e di cu- 
riosità. 
Moda. — oedi Confezioni d'abiti — Disegno, taglio e con- 

fezione biancheria — Fiori artificiali. 
Modellatore meccanico, falegname ed ebani- 

sta, del Prof. Q. Mina, di p. xvii-428, 293 ino. e 1 tav. 5 50 
Mollni. — oedi Industria dei. 

Momenti resistenti e pesi di travi metalliciie 
composte. Prontuario ad uso degli ingegneri, archi- 
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tetti e costruttori, con 10 figure ed una tabella per 

la cModatora, dell'Ing:. £. Schbnok, di pag:. xi-188 • 3 60 

Monete grecite» di S. Ambboboli, di pag. xiy-286, con 
200 totoincisioni e 2 carte geografiche 3 — 

Monete (Prontuario delle), pesi e mlsare Inglesi, 
ragguagliate a quelli del sistema dee, dell'Ing. Ghersi, 
di pag. xii-196, con 47 tabelle di conti fatci e 40 facsimili 
delle monete inglesi in corso 3 60 

Monete romane. Manuale elementare compilato da 
J?. bhNBCGHi, 2* ediz. riveduta, corretta e ampliata di 
pag. xxvii-870 con 25 tavole e 90 figure nel testo , 3 — 

— cedi anche Archeologia — Metrologia — Numisma- 
tica — Tecnologia monetaria — Vocabolarietto pei 
numismatici. 

Monogrammi, del Frot A. ìSbybbi, 73 tavole divise 
in tre serie, le prime due di 462 in due cifre e la 
terza di 116 in tre citre 3 60 

— vedi anche Calligrafia — Ornatista. 

Montagne. — cedi Alpi — Alpinismo — Arte mineraria — 
Dizionario alpino— Geografia — Geologia — Infortuni 
(della) — Prealpi — Siderurgia. 

Montatore (II) di macelline. Opera arricchita da 
oltre 250 esempi pratici e problemi risolti, di S. Di- 
naro, di pag. xii-468 4 — 

Morate. — cedi — Filosofia morale. 

Morfologia generale. — cedi Embriologia. 

Morfologia greca, del Prot. V.Bkttki, dipag.xx-^6. 3 — 
Morfologia italiana, del Frot. E. Gorba, di p. vi-142. 1 60 
Morte (La) vera e ia morte apparente» con 

Appendice * La legislazione mortuaria^ , del Dott. 

F. Dkll' Acqua, di pag. vin-136 9 — 

Mosti. — oedi Densità dei. 

Muriatico. — oedi Acido. 

Musei. — tsedi Amatore oggetti d'arte e curiosità — Ama- 
tore maioliche e porcellane — Armi antiche — Pit- 
tura — Scoltura. 

Musei ìnduttrìall. — oedi Industrie (Piccole). 

Musica. — oedi Armonia — Cantante — Chitarra — 
Mandolinista — Pianista — Storia della musica — 
Strumentaz.— Strumenti ad arco e musica da camera. 

Mutuo soccorso. — oedi Società di mutuo soccorso. 

Napoleone T, di L. Oappelletti, con 23 fotoinci- 
sioni di pag. xx-272 2 60 

— vedi anche Rivoluz. francese — Storia di Francia. 

Naturalista preparatore (II), del Dott. R. Gestro, 
^edizione riveduta ed aumentata del Manuale dd- 
Vlmbalsamatoref di pag. xvi-168, con ^ incisioni. . SI -*- 
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Naturalista vlagi^iatore, dei Froff. A. Issel e R. G-s- 
"»TRO (Zooloria^- di oap. vm-144. oon RR incisioni . , 3 — 

Nautica. ~ oedi Astronomia — Attrezzatura navale — 
Canottaggio — Codici — Costruttore navale — Do- 
veri del macch. navale — Filonauta — Flotte mod. — 
Ing. navale — Macch. navale — Marine da guerra — 
Marino — Nuotatore. 

Neurotteri. — cedi Imenotteri, ecc. 

Nichelatura. — oedi Galvanostegia — Leghe metalliche. 

Nitrico. — vedi Acido. 

Notaio (Man. del), aggiunte le Tasse di registro, di bollo 
ed ipotecarie, norme e moduli pel Debito pubblico, di 
A. Garetti, 4^ ediz. riveduta ampliata, di pag. viii-380. 3 50 

— vedi anche Esattore — Testamenti. 
Numeri. — vedi Teoria dei numeri. 

Numi§matiea, del Dott S. Ambrosoli, 2^ ediz. accre- 
sciuta, di pag. xv-250, con 120 fotoincisioni e 4 tavole. 1 60 

— vedi anche Archeologia — Metrologìa — Monete 
greche — Monete romane — Tecnologia monetaria 

— Vocabolarietto pei numismatici. 
Nuotatore (Manuale del), del Prof. P. Abbo, di pa- 
gine xn-148, con 97 incisioni 2 50 

Nutrizione del bambino* Allattamento naturale 
ed artificiale del dott. L. Colombo, di pag. xx-228, 
con 12 incisioni 2 50 

Occultismo. — vedi Magnetismo e ipnotismo — Spiritismo 

— Telepatia. 

Oculistica. — vedi Igiene dell vista — Ottica. 

Odontologia. — vedi Igiene delia Bocca. 

Olii Tegetali, animali e minerali, loro applica- 
zioni, di G. GoBiNi, 2^ edizione, completamente rifatta 
dal Dott. Gt, Fabris, di pag. vm-214, con 7 incisioni, 2 — 

Olivo ed olio. Coltivaz. dell'olivo, estrazione, purifica- 
zione e coservaz. dell'olio, del Prof. A, Aldi, 4* ediz., 
dì pag. xvi-361, con 45 incisioni 3 

Omero, di W. Gladstone, traduz. di K Palumbo e 
0. Fiobilli, di paR. xu-196 1 50 

Operaio (Manuale dell'). Raccolta di cognizioni utili 
ed indispensabili agli operai tornitori, fabbri, calderai, 
fonditori di metalli, bronzisti aggiustatori e meccanici 

di G. Bklluomini, 4* ediz. aumentata, di pag. xvi-240. 2 — 
Operazioni doganali. — vedi Codice doganale — Trasporti 

e tariffe. 
Oratoria. — vedi Arte del dire — Rettorica — Stilistica. 
'ordinamento degli Stati liberi d'Europa, del 

■^ott F. Ragioppi, di pag. vm-310 3 — 
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Ordinamento degli Stati liberi fUorl d'Cìuropa, 

del Dott. F. Racioppi, di pag. viii-376 3 — 

Ordinamento giudiziario. — Vedi Leggi sulV. 

Orefioeria. — oedi Gìojelleria — Leghe metalliche — Me- 
talli preziosi — Saggiatore. 

Organoterapia, di E. Rebuschini, di pag. viii-432. 3 50 

Oriente antioo. — vedi Storia antica. 

Ornatista (Manuale dell'), dell' Arch. A. Mklani. Rac- 
colta di iniziali miniate e incise, d'inquadrature di 
pagina, di tregi e iinalini, esistenti in opere antiche 
di biblioteche, musei e collezioni private. XXIV tav. in 
colori per miniatori, calligrafi, pittori di insegne, rica- 
matori, incisori, disegnatori di caratteri, ecc, I* serie. 4 — 

— vedi anche — Decorazioni. 

Orologeria moderna, dell' Ing. Gabuffa, di pa- 
gine vm-302, con 276 incisioni 6 — 

-- oedi anche Gnomonica. 

Orologi artistici. — oedi Amatore di oggetti d*arte. 

Orologi solari. — oedi Gnomonica. 

Orticoltura, del Prol. D. Tamaro, 2» edizione rifatta, 
di pagine x vi- 576, con 110 incisioni 4 5 

Ortooromatismo. — oedi Fotografia. 

Ortofrenia (Manuale di) per l'educazione dei fanciulli 
frenastenici o deficienti (idioti, imbecilli, tardivi, ecc.), 
del Prof. P. Parise, di pag. xii-231 2 — 

— oedi anche Sordomuto. 
Ortotteri. — oedi imenotteri, ecc. 
Ossidazione. — oedi Metallocromia. 
Ostricoltura e mitilicoltura, del Doti. D. Oabazzi, 

con 18 fototipie, di pag. viii-202 2 60 

— oedi anche Piscicoltura. 

Ottica, di E. G^KLCiCH, di p. xvi-576, con 216 ine. e 1 tav. 6 — 

Ottone. — oedi Leghe metalliche. 

PaS» giornaliera (Prontuario della), da cinquanta 

centesimi a lire cinque, di 0. Nbgrin, di pa^:. 222. 2 60 
Paleoetnologia, del Prof. J. Regazzoni, di pag. xi-252, 

con 10 incisioni 1 60 

— oedi anche Geologia. 

Paleografia, di E. M. Thompson, traduz. dall'inglese, 
con aggiunte e note del Prof. Gt, Fumagalli, 2* edi- 
zione rifatta, di pag. xii-178, con 30 ine. e 6 tav. < 2 — 

— oedi anche Dizionario di abbreviature — Epigrafia 
latina. 

Paleontologia, del Prof. P. Vinassa De Regny, (in 

lavoro). 
Panificazione razionale, di Pompilio, di pag.iv-126. 9 ^ 

— oedi anche Frumento -- Industria dei molini. 
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iotomodellatura, tricromia, del Pro£. K. Namias, di 

pag. yiii-316, con 53 fieure, 41 illustrazioni e 9 tavole. 3 51 

Prodotti ohimioi. — cedi Acido solforico. 

Prodotti agrteoll del Tropieo (Manuale pratico 
del piantatore), del cav. A. Gaslimi. (H caffè, la canna 
da zucckero, il pepe, il tabacco, il cacao, il té, il dattero, 
il cotone, il cocco, la coca, il baniano, il banano, l'aloè, 
l'indaco, il tamarindo, l'ananas, l'albero del chinino, 
la juta, il baobab, il papaia, l'albero del caoutchouc, 
la g:uttaperca, l'arancio, le perle). Di pag:. xyi-270 . . 2 — 

Produzione e commercio del vino in Italia» 
di S. MoNDiNi, di pag. vii-304 2 50 

Profumiere (Manuale del), di A. Rossi. (In lavoro). 

— oedi anche industria saponiera — Ricettario dome- 
stico — Ricettario industriale. 

Proiezioni (Le). Materiale, Accessori, Vedute a mo- 
vimento. Positive sul vetro. Proiezioni speciali poli- 
crome, stereoscopiche, panoramiche, didattiche, ecc., 
del Dott. L. Sassi, di pag. 'XVi-447, con 141 indsionL 5 — 

Proiezioni ortogonali. — oedi Disegno. 

Prontuario dell'ai^'icoltore (Manuale di agricol- 
tura, economia, estimo e costruzioni rurali), del Prof. 
V. Niccoli, 2* ediz. riveduta ed ampliata, p.xxviii-464. 5 5G 

— oedi anche Agronomia — Agricoltura moderna. 
Prontuario del ragioniere (Manuale di calcola- 
zioni mercantili e bancarie), del Rag. E. Gaoliabdi, 

di pag. xii-603 6 50 

— oedi anche Contabil, — Interes. e sconto — Ragion. 
Prontuario di geografla e statistica, del Prot 

G. (d^abollo, pa^. 62 1 — 

Prontuario per le paghe. — oedi Paghe. 

Proprietà letteraria, artistica e industriale — oedi Leggi. 

Proprietario di case e di opifici. Imposta sui 

fabbricati dell'Avv. Gr, Giordani, di pag. xx-264 , . 1 50 

— oedi anche Ipoteche — Imposte dirette. 

Prosodia — oedi Metrica dei greci e dei romani — Rit- 
mica e metrica razionale italiana. 

Prospettiva (Manuale di), delllng. G. Claudi, di pa- 
gine 64, con 28 tavole 2 ^ 

ProtistoioRia, del Prof. L. MAaei, 2* edizione, di 
pag. xvi-2^ con 93 incis. nel testo 3 — 

— oedi anche Anatomia microscopica — Animali pa- 
rassiti — Batteriologia — Microscopio — Tecnica 
protistologica. 

Prototipi (I) internazionali del metro e del kilogramma 
ed il codice metrico internazionale. — oedi Metrologia. 
Proverbi in 4 lingue. — oedi Dottrina popolare. ' 
Proverbi (516) sul cavallo, raccolti ed annotati 
^l Colonnello Volpini, di pag. xix-172 2 50 
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— nedi anche Cavallo — Dizionario termini delle corse- 
fMiidoneurotteri. — vedi Imenotteri, ecc. 
Pgichiatria. Confini, cause e fenomeni della pazzia. 

Concetto, classificazione, forme cliniche e diagnosi delle 
malattie mentali. Il manicomio, di J.FiNzi, di p.yiii-222. 2 50 

— cedi anche Assistenza dei pazzi. 

Psleolosia, del Prot 0. Cantoni, di p. ym-168, 2^ ediz. 1 50 

— tedi anche Estetica — Filosofia — Logica. 
Psicologia flsiologiea, del Dott. G^. Mantovani, 

di pag. Yni-165, con 16 incisioni . 1 50 

Pugilato e lotta per la difesa personale. Box 
inglese e flrancese» di A. Cougnet, di pag. xxiy-198, 
con 104 incisioni 2 50 

Raccoglitore d'autografi. — Vedi Amatore, 
Raccoglitore di francobolli. — cedi Dizionario filatelico. 
Raccoglitore di oggetti d'arte. — cedi Amatore di oggetti 
d'arte — Amatore di maioliche e porcellane — Armi. 
Raccolte e raccoglitori di autografi In Italia. — cedi Autografi. 
Radiografia. — cedi Raggi Rontgen. 

Bajgioneria, del Prot. Y. (^itti, 3^ edizione riveduta, 
di pag. vm-137, con 2 tavole 1 50 

— cedi anche Contabilità — Interesse e sconto — Paga 
giornaliera — Prontuario del ragioniere. 

Bagioneria delle Cooperative di consumo (Ma- 
nuale di), del Rag. G. Rota, di pag. xv-408 3 — 

Bagioneria industriale, del Prof. Rag. Oreste 
Beboamasghi, di p. vn-280 e molti moduli 3 -- 

Ragioniere. — cedi Prontuario del. 

Ramatura. — cedi Galvanostegia. 

Razze umane. — cedi Antropologia. 

Rebus. — cedi Enimmistica. 

Reclami ferrovlarìi. — cedi Trasporti e tariffe. 

Registro e Bollo. — cedi Leggi sulle tasse di. 

Begolo calcolatore e sue applicazioni nelle 
operazioni topograflciie, delllng. Q. Pozzi, di 
pag. rv-238 con 182 incisioni e 1 tavola 2 50 

Religione. — cedi Bibbia — Buddismo — Diritto eccle- 
siastico — Mitologia. 

Beligioni e lingue dell'India inglese t di R. 
CusT, tradotte dal Prot. A. Db Gubbrnatis, di p.iv-124. 1 50 

— cedi anche Buddismo. 

Bepertorio di matematiche superiori. Defini- 
zioni, formolo, teoremi, cenni bibliografici, del Prot 
E. Pascal. Voi. I. Analisi, di pag. xvi-642 . . . .. 6 — 
Voi. II. Geometria^ e indice generale per i 2 volumi 
di pag. 950 9 50 
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Soonti. — cedi Interesse e sconto. 

8ealtara italiana anticha e moderna (Manuale di), 
dell'Arch. ProL A. Milani, 2.* edizione rifatta con 
2A incis. nel Testo e 100 Tavole, di pag. xvn-248 . . 5 — 

Scuole industriali. — cedi Industrie (Piccole). 

Segretario comunale. — cedi Esattore. 

Selvieoltura, di A. Santilli, di pag. viii-220, e 46 ine. 2 — 

Semeiotica. Breve compendio dei metodi fisici di esame 
degli infermi, di U. Gabbi, di pag. xvi-216, con 11 ine. 2 50 

Sericoltura. — cedi Bachi da seta — Filatura — Gelsi- 
coltura — Industria della seta ~ Tintura della seta. 

Servitù. — oedi Ingegneria legale. 

Shakespeare, di Uowdbn, traduzione di A. Balzani, 
di pag. xn-242 1 50 

Sicurezza pubblica. — oedi Sanità. 

Siderurgia (Manuale di), dell'Ing. Y. Zoppbiti, pub- 
blicato e completato per cura dell'Ing. E. GARxnfFA, 
di pag. iv-368, con 220 incisioni 5 50 

— cedi anche Foaciitore — Operaio. 

Sieroterapia, del Dott. E. Rebuschini, di pag. vm-424. 3 — - 

— oedi anche Impiego ipodermico. 

Sigle epigraficlie. — oedi Dizionario di abbreviature. 
Sismoiogia, del Capitano L. Gatta, di pag. vni-175, 
con 16 incisioni e 1 carta 1 50 

— cedi anche Vulcanismo. 
Smacchiatura. — oedi Ricettario domestico. 

Smalti. — oedi Amatore di oggetti d'arte e di curiosità. 
Soceorsi d'urgenza, del Doct. 0. Galliano, 4^ ediz. 
riveduta e ampliata, di pag. xlvi-352, con 6 tav. litogr. 3 — 

— oedi anche Assistenza infermi — Igiene — Infortunil. 
Sociaiismo, di (i. BmAam, di pag. xv-285 .... 3 ~ 
Società di mutuo soeeorso. Norme per rassicu- 
razione delle pensioni e dei sussidi per malattia e 

per morte, del Dott. Gt. Gardenghi, di pag. vi-152. 1 50 
Sociologia generale (Elementi di), del Dott. Emilio 
Morselli, di pag. xii-172 1 50 

— oedi anche Cooperazionè. 

Sordomuto (II) e la sua istruzione. Manuale per 
gli allievi e le allieve delle R. Scuole normali, maestri e 
genitori, del Prof. P. Fornari, di p. vm-232, con 11 ine. 2 — 

— oedi anche Ortofrenia. 

Sostanze alimentari. — oedi Adulterazione — Analisi delle 
— Conservazione delle. 

Spaccili. — oedi Fabbricazione degli specchi. 

Spettroscopio (Lo) e le sue applicasioni, di 
JEl. A. Pboctob, trad. con note ed aggiunte di F. PoB&o, 
di pag. vi-178, con 71 ine e una carta di spettri. • 1 50 
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Spiritismo» di A. Pappalardo. Seconda edizione, con 

9 tavole, di pag. xvi-216 2 — 

— dedi anche Magnetismo — Telepatia. 

Spirito di vino — cedi Alcool — Cognac ~> Distillazione 
Liquorista. 

Sport. — cedi Ballo — Biliardo — Cacciatore — Canot- 
taggio — Cavallo — Dizionario di termini delle corse 
— Duellante — Filonauta — Ginnastica — Giuochi — 
Lawn-Tennis — Nuotatore — Pugilato — Scacchi — 
Scherma. 

Stagno (Vasellame dì). — oedì Amatore di oggetti d*arte 
e di curiosità — Leghe metalliche. 

Statica — otdi Metrologia — Strumenti metrici. 

Statistica, del f rot. F. VmeiLii, :i* ediz., di p. viii-176. 1 60 

Stelle. — cedi Astronomia — Cosmografia — Gravita- 
zione — Spettroscopio. 

Stemmi. — oeai Araldica — Numismatica — Vocab. arald. 

Stenografia» di G. Giorgetti (secondo il sistema (ia- 
belsberger-Noe), 2* edizione, di pag. iv-24L . . . 3 — 

Stenografia (Guida per lo studio della) sistema Ga- 
belsberger-Noe, compilata in 85 lezioni da A. Nico- 
LKTTi, 2* ediz. riveduta, di pag. xvi-160 1 50 

Stenografia* Esercizi graduali di lettura e di scrit- 
tura stenografica (sistema Gabelsberger-Noe), con tre 
novelle, del Prof. A. Nicolbtti, di pag:. viii-1^ . . 1 60 

— oedi anche Dizionario stenoprraflco. 

Stereometria applicata allo sviluppo dei so- 
lidi e alla loro costruzione in carta» del 
Prot. A. RivBLLi, di pag. 90, con 92 incis. e 41 tav. 2 — 

Stilistica, dei Prot. F. Capello di pag. xii-164 . . 1 50 

— vedi anche Arte del dire — Rettorica. 

Stimatore d'arte. — cedi Amatore di oggetti d*arte e di 
curiosità — Amatore di maioliche e porcellane — 
Armi antiche. 

Storia antica. Voi. L V Oriente Antico, del Proi. 

L Gentile, di pag. xu-282 1 50 

Voi. IL La Grecia, di G. ToNLàZzo, di pag. vi-216. 1 50 

Storia dell'Arte del Dott. G. Carotti (in lavoro). 

— cedi anche Archeologia. 

Storia dell'arte militare antica e moderna, 
del Gap. V. Rossetto, con 17 tav. illustr., di p. viii-504. 5 50 

— oedi anche Armi antiche. 

Storia e cronologia medioevale e modema» 
in 00 tavole sinottiche, del Prof. V. Oasaobandi. 3* 
ediz. con nuove correzioni ed aggiunte, di pag. viii-254 1 50 

Storia della ginnastica. — Vedi (Hnnojtttca, 

Storia d'Italia (Breve), del Prot. P. Orsi, 2» ediz. ri- 
veduta, di p. xii-276 1 50 

Storia di Francia) dai tempi più remoti ai giorni 



54 ELENCO DEI MANUALI HOEPLI. 

__ 

Tintura della seta, studio chimico tecnico, dì T. 
Faaoal, di pag. xyi-432. 6 —> 

— eedi anche Industria della seta. 

TlposTAfla (Voi. I). Guida per chi stampa e & stam- 
pare, r— Oompositori, e Correttori, Revisori, Autori ed 
Bditori, di S. Landi, di pag:. 280 9 60 

Tlpografla (Voi. II). Lezioni di composizione ad uso 
degli allievi e di quanti fanno stampare, di S. Lakdi, 

di pag. vin-271, corredato di figrure e di modelli • . 3 60 

— vedi anche Vocabolario tipografico. 

Tisici e i sanatorli (La cura razionale dei), del 
Dott. A. ZuBiANi, i)refazione del Profl B. Silva, di 
pag. xvi-240, con 4 incisioni 2 — 

Titoli di rendita. — cedi Debito pubblico — Valori pubbl. 

Topografia e rilievi. — cedi Cartografìa — Catasto italiano 

— Celerimensura — Compensazione degli errori — 
Curve — Disegno topografico — Estimo dei terreni 

— Estimo rurale — Fotogrammetria — Geometria pra- 
tica — Prospettiva - Regolo calcolatore — Telemetria 

— Triangolazioni topografiche e triangol. catastali. 

Topografia di Roma antica, di L. Borsa&i, di pa- 
gine vm-436, con 7 tavole 4 60 

Tornitore meecanieo (G^uida pratica del), ovvero 
sistema unico per calcoli in generale sulla costruzione 
di viti e ruote dentate, arricchita di oltre 100 pro- 
blemi risolti dì S. DiNABO, 2^ edìz. di pag. zii-175 . 2 — 

— vedi anche Meccanico — Montatore di macchine — 
Operaio. 

Traduttore tedesco (II), compendio delle principali 
difficoltà erammaticale della Lingua Tedesca, del 
Profl R. MiNUTTi, di pag. xvi-224 1 50 

Trasporti, tariffe, reciami ferroviari ed ope- 
raiioni doganali. Manuale pratico ad uso dei com- 
mercianti e privati, colle norme per l'interpretazione 
delle tariffe e disposizioni vigenti (la nuova edizione 
è in lavoro). 

— eedi anche Codice doganale. 

Travi metallici composti — V. Momenti resiaixntL 

Triangolazioni topograflclie e triangolazioni 

catastali, dell'Ing. 0. jACOANeBLL Modo di tòn- 

darle sulla rete geodetica, di rilevarle e calcolarle, di 

S. xiv-240, con 32 ine, 4 quadri degli elementi geodetici, 
a modelli pei calcoli trigonometrici e tav. ausiliarie. 7 50 

— oe<tt anche Cartografìa — Celerimensura — Disegno 

xopogratìco — Geometria pratica — Geografìa me- 

l?fS:,~ Prospettiva — Regolo calcolatore — Tele- 
metria. 
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Trigonometria. — cedi Celeri mensara — Esercizi Geome- 
tria metrica — Logaritmi. 

Trigonometria della sfera. — cedi Geometria e trigon. della. 

Tubercolosi. — cedi Tisici. 

Uccelli. — vedi Zoologia. 

Ufflelale (Manuale per T) del Regio Esercito italiano, 
di U. MoRiNi, di pag. xx-388 3 50 

— cedi anche Codice cavalleresco — Duellante — 
Scherma. 

Unità assolute. Definizione, Dimensioni, Bappresen- 
tazione, Problemi. dell'In^, é. Bebtolini, pag. x-121 2 50 

Usciere. — cedi Conciliatore. 

Utili. — cedi Interessi e sconto — Prontuario del ra- 
gioniere. 

Uva spina. — cedi Frutta minori. 

Uve da taTola. Varietà, coltivazione e commercio, 
del Dott. D. Tamàro, terza edizione, di pag. xvi-278, 
con 8 tavole colorate, 7 fototipie e 57 incisioni, . . 4 — 

— cedi anche Densità dei mosti — Enologia — Viti- 
coltura. 

Valli lombarde. — cedi Dizionario alpino — Prealpi Ber- 
gamasche. 

Valori pubblici (Manuale per lapprezzamento dei) e 
per le operazioni di Borsa, del Dott. F. Piccinelli, 2* 
edizione completamente rifatta e accresciuta, di pa- 
gine xxiv-902 7 50 

— cedi anche Debito pubblico. 
Valutazioni. — cedi Prontuario del ragioniere. 
Vasellame antico. — cedi Amatore di oggetti d'arte e 

curiosità. 

Veleni ed avvelenamenti» del Dott. C. Febbabis, 
di pag. xvi-208, con 20 incisioni 2 50 

Velocipedi — cedi Ciclista. 

Ventagli artistici. — cedi Amatore di oggetti d*arte e di 
curiosità. 

Ventilazione. — cedi Scaldamento. 

Verbi unteci anomali (I), del Prof. P. Spasnotti, se- 
condo le Gramm. di Oubtius e Inàma. di p. xxiv-107. 1 50 

— cedi anche — Esercizi greci — Grammatica greca — 
Letteratura greca — Morfologia greca. 

Verbi latini di forma particolare nel perfetto 
e nel supino» di A. F. Pavanello, con indice al- 
fabetico di dette forme, di pag. vi-215 1 50 

— cedi anche — Esercizi latini — Fonologia latina — 
Grammatica latina — Letteratura romana. 

Vermouth. — cedi Liquorista. 
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